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RESUME Une nouvelle définition des fonctions de
WALSH, comme signe d'un produit de fonctions trigo-
nometriques permet de les engendrer directement et
de calculer leur spectre. On peut classer ces fonc-
tions en classes d'équivalence diaphoniques,

Une définition polynomiale de ces mémes
fonctions permet de détermincr leurs preduits de
convolution et d'établir qu'il n'existe que J
produits de_convolution distincts dans une classe

contenant 2™ fonctions de WALSH,

Ces résultats théoriques sont directement
applicables a 1'étude de l'influence de la limita-
tion de bande passante et de l'erreur de synchroni-
sation sur le fonctionnement d'un multiplex a por-
touses WALSH,

SUMMARY A new representation is given for WALSH
functions, as the sign of an appropriate product of
trigonometric functions. This allows to compute the
spectrum of any WALSH function and to classifiy these
in crosstalk equivalence classes.

A polynomial. representation gives the
way to the evaluation oi correlation Rroducts between
WALSH functions., It is derived that 37distinct
correlation products only exist in a class containing
2K wALSH functions.

These theoretical results are immediately
appliable to the evaluation of crosstalk in a WALSH
multiplex system,
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DEFINITION ANALYTIQUE SIMPLE DES FONCTIONS DE WALSH
ET APPLICATION A LA DETERMINATION EXACTE
DE LEURS PROPRIETES SPECTRALES =
par
Claude CARDOT

Ingénieur en chef des télécommunications (e. .y **

VEsumE. — L’auteur établit des formules simples et rapidement progranunables permeltant d’engendrer direc-
terent les fonctions de Walsh & partir du signe des fonclions trigonoméfriques, la seule donnée étant le rang
de la fonclion. Cet algorithme est utilisé pour déterminer le développement exact en série de Fourier d’une
fonction de Walsh de rang quelconque. 1.’étude des specires ainsi obfenus permel de caractériser numériquement
les propriéiés de fransmission de signaux par Uintermédiaire de porleuses Walsh : on évalue Uaffaiblissement
et la diaphonie résultant de la limifation de la bande passante de la voie de {ransmission par un filtre rectan-
gulaire. On démontre que les fonctions de Walsh peuvent éire groupées en classes d’équivalence en ce qui concerne
leur diaphonie mutuelle de filtrage et que foutes ces classes peuvent éfre décrifes par la méme matrice, dont les
fermes sont fonction de la fréquence de coupure. La matrice de diaphonie de la classe contenant 2* fonctions

posséde 3% termes distincts au signe prés.

'LAN. — 1 @ Infroduction, 1.1. Généralités; 1.2. Notalions. e 11 : Définition anailytique des fonctions
de Walsh 11.1. Décomposition en fonctions de base; 11.2. Ixpression analylique des fonctions de base
11.3. Programmation. e 111 : Développement en série de Fourier des fonctions de Walsh
I11.1. Généralités; 111.2. Théoréme préliminaire; 111.3. Calcul de la série de Fourier d’une porteuse Walsh.
e IV : Application @ Uétude des conséquences du filtrage sur la transmission des signaux
par Uintermédiaire d’une porteuse Walsh. Classes d’équivalence et matrice universelle de diaphonie
IV.1. Généralités; IV.2. Principe du calcul; IV.3. Définition des classes d’équivalence diaphonique des
fonctions de Walsh. e V : Etude de la matrice universelle de diaphonie; produits de convolution
des fonctions de Walsh; nombre de termes distincts de la matrice de diaphonie d’une classe
d’équivalence V.1. Généralités; V.2. Représentation polynomiale des fonctions de Walsh; V.3. Produits

de convolution des fonctions de Walsh. VI : Conclusion. Bibliographie (8 réf.).

I. INTRODUCTION.

I.1. Généralités.

Les fonctions de Walsh, dérivées des matrices
de Hadamard [1], suscitent un intérét croissant dans
le domaine des télécommunications, en raison de la
possibilité de les produire et de les mettre en ceuvre
avec des dispositifs faisant appel aux technologies
déja utilisées dans les calculateurs numériques.

Les limitations de leur emploi sont essentiellement
gouvernées par leurs propriétés spectrales, qui per-
mettent de prévoir les bandes passantes nécessaires
4 une bonne restitution de signaux transmis par
I'intermédiaire de porteuses Walsh.

- Des tentatives ont déja été faites pour :

a) obtenir une définition simplifiée et rapidement
programmable d’une fonction de Walsh de rang quel-
conque, une fois connu ce rang, et de maniére non
récursive, c’est-a-dire sans stockage en mémoire
d’aucune des fonctions précédentes. Pratt, Kane et

* La présente étude a été effectuée dans le cadre du contrat de la DIRECTION DES RECHERCHES ET MOYENS D’Essals de
la Délégation Ministérielle pour I’Armement, sour le ne 71.34.065.00.480.75.01, « Exploration des applications aux télé-
communications des fonctions de Walsh ».

** Division des applications électroniques, cIT-aALCATEL, Marcoussis.
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Andrews {2] ont mentionné une telle définition [for-
mule (13)], qui a été explicitée par Lackey et Meltzer
[3]. Ces définitions présentent les inconvénients de
nécessiter une conversion du rang de la fonction en
code binaire réfléchi et de ne pas reposer sur une
preuve rigoureuse, comme l'indiquent les derniers
auteurs en fin d’article ;

b) caractériser exactement leurs propvriétés spec-
trales. Ceci a notamment ¢té exposé par H. H. Schrei-
ber [4], au moyen d’une suite d’approximations.

Nous proposons dans la présente étude une défini-
tion analytique simple, non récursive, basée sur des
fonctions de Rademacher décalées, laquelle définition
permet d’aboutir au calcul exact de la série de Fourier
d’une fonction de Walsh indéfiniment répétée (por-
teuse Walsh). ' :

Les résultats obtenus permettent une évaluation
numeérique précise de 1’affaiblissement et de la dia-
phonie résultant de la limitation de la bande trans-
mise, dans le cas d'un multiplex, avec des porteuses

- 'Walsh.

On montre que les fonctions de Walsh peuvent
étre groupées, au point de vue de la diaphonie, en
classes, toutes isomorphes, et I’on étudie, au dernier
chapitre, la matrice universelle qui décrit toutes ces
classes. Le code binaire réfléchi cst introduit dans
cette derniere partie, avec une justification rigoureuse.

I1.2. Notations.

I1.2.1. Le mot simple s’entend ici au sens de la
langue courante et ne définit aucune propriété mathé-

matique particuliere.

I1.2.2, Les fonctions de Walsh sont usuellement défi-
nies sur un intervalle ouvert |— T2, T'[2[, 1a variable
réduite décrivant cet intervalle s’appelant : 6 = ¢/T
et décrivant, par conséquent, lintervalle ouvert
]I— 1/2, 1/2[. Ce sont notamment les notations
que lon trouve dans l’ouvrage de ~base de
H. F. Harmuth [5].
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- Pour simplifier la définition par Pintermédiaire de
séries de Fourier, nous normaliserons DPintervalle
ouvert de définition des fonctions de Walsh a
]— m, ©[ et nous appellerons : = la variable réduite
qui décrit cet intervalle. On a donc : x = 270.

I1.2.3. Nous écrirons en outre :
W(N, x) = fonction de Walsh de rang N, définie
de x = —max=T1;

N=rang de la fonction de Walsh(N= 0,1, ... 2k __1,

pour le groupe des 2¥ premiéres fonctions de Walsh
ordonnées par séquences croissantes) ;

s = séquence = N[2 si N est pair et (N + 1)/2
si N est impair (c’est donc N/2 arrondi a Uentier
supérieur) ;

i = — 261 4 1,...0, 1,...2%51 un indice entier
prenant 2¥ valeurs et énumérant les intervalles suc-
cessifs dont se compose une fonction de Walsh (la
moitié droite de la fonction est énumérée par les
valeurs : 1,2,...2%571 de i). Cet indice est défini
modulo 2%, pour une porteuse Walsh ;

2i — 1 : indice impair énumérant les mémes inter-
valles en prenant les valeurs successives :

— 2k + 1, —2F + 3, ..., —1,+ 1, + 3, ... 2k — 1
Wx(i) : valeur (+ 1 ou —‘1) de la Ne fonction de
Walsh sur l’intervalle n© i;

n : rang de Uharmonique dans la série de Fourier
d’une porteuse Walsh ;

a; : entier égal &4 0 ou 1 dans la décomposition

binaire de N, c’est-a-dire que l'on a :
N= Ya; 27, j=1, .. k—1,;
g . .
Jo : rang du premier élément binaire non nul dans
I’expression binaire de N, & partir de la droite ;

k, : rang du premier élément binaire non nul dans
Pexpression binaire de s, a partir de la droite ;

@ = somume directe, symbole de I'addition de deux
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nombres écrits dans le systéme binaire, les éléments
binaires de méme rang étant ajoutés modulo 2 et
sans retenue ;

sal (s, x) = W (2s — 1, 2),
cal (s, x) = W (25, x),

sgn (y) = signe de y : fonction égale & + 1 si
y>0,4a—1siy <0, discontinue pour y = 0.

Toutes les figures et tableaux du présent article se
rapportent (sauf la figure 6) au cas : k£ = 5 (groupe
des 32 premieres fonctions de Walsh).

4 = € — addition. Symbole de ’addition de deux
C

nombres binaires ayant le méme nombre d’éléments,

pour obtenir un nombre fernaire ayant ce méme

nombre d’éléments, les régles étant : 1 + 1 = + 1;
o]

1+0=0+1=20;0+ 0= — 1.
[of 4 Cc

II. DEFINITION ANALYTIQUE
DES FONCTIONS DE WALSH

II.1. Décomposition en fonctions de base.

On sait ([5], § 1.1.4.) qu’il existe au signe preés une
maniere et une seule d’ordonner les fonctions de Waish
selon le nombre croissant de leurs passages par zéro
sur l'intervalle de définition supposé ouvert. Les fonc-
tions de Walsh étant ainsi ordonnées, et en définis-
sant le signe de chaque fonction par la condition
d’étre le signe + sur l’intervalle i = 1, le théoréme
fondamental :

(1) W(J, ) WK, z) = WJ @ K, z),
est valable (Fig. 1).
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L’opération @ définissant un groupe abélien, la
recherche d’'un ensemble minimal simple permettant
de définir par multiplication toutes les fonctions de
Walsh se rameéne # celle.d’un ensemble minimal simple
de générateurs dudit groupe. '

Une base particuliérement simple pour Popération &
est constituée par les indices n’ayant qu’un seul élément
binaire égal a 1. Pour ces indices, 1’addition directe
coincide avec laddition ordinaire et peut donc étre
aisément programmeée. Nous écrirons donc, par
exemple : 10011 = 10000 + 00010 -+ 00001 (le
signe 4+ pouvant étre écrit au lieu de @), et nous
obtiendrons la fonction de Walsh, dont le numéro
est, en binaire : N = 10011, en faisant le produit
des (k au maximum) fonctions de base, correspondant
aux éléments binaires qui figurent dans N, et prises
dans la série :

u, = W (00001, x)
u, = W (00010, x)

--------------

ur = W (10000, x)

La fonction u,; = sal (1, x) est la fonction de Rade-
macher d’ordre unité (fonction impaire). Avec les
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Fre. 1. — Les 32 premiéres fonctions de Walsh.
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présentes notations, les fonctions de Rademacher sont :

— 1, pour — Tt <<x <O,
sal (1,2)= R(1,x)= P
4+ 1, pour O<rv<m,

Les fonctions u, pour p > 1 sont ¢gales 4 W(2771, x)
ou cal (2272, x) et ce sont des fonctions qui dérivent
de la fonction de Rademacher d’ordre p — 2 par un
décalage cyclique (qui les transforme de fonctions
impaires en fonctions paires).

Ce décalage cyclique est de 7/2? pour la fonction
de Rademacher R(p, x) = sal (2771, x).

Nous voyons donc qu’un algorithme simple n’uti- ‘

lisant que I'addition ordinaire permet, & partir de la
décomposition binaire du rang N, d’aboutir 4 engen-
drer toute fonction de Walsh en multipliant des
fonctions de Rademacher décalées (sauf la premiére) :
si N= 2 a; 2771, (a;j = 0 ou 1), on aura :
(2) . W(N, o) = IT uy,

Is a:)#O
le produit ne comportant que les facteurs correspon-
dant aux indices j pour lesquels : a; = 1.

I1.2. Expression analytique des fonctions de
base. ‘ ‘

Pour exploiter la formule (2), il suffit de mettre
sous une forme analytique simple les fonctions pério-
diques uj :

On a :

u, = sgn (sin x) = sgn [cos (x — =[2)],
u, = sgn (cos x),
(3) ug = sgn (cos 2x),

up = sgn [cos 2k2 ],

ces formules résultant immédiatement de lidentifi-
cation des fonctions u; aux fonctions de Rademacher
décalées.
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Nous remarquerons, d’autre part, pour simplifier

les formules et la programmation :

a) que lopération sgn ( ) commute avec la
multiplication ; '

b) que cos O est égal a + 1,

Ce qui nous permet de mettre la formule (2) sous la
forme générale : "
Jj=k
(4) W(N,x)= sgn[cos a; (x —7t[2) 11 cos (a; 29~ 27:)J
Jj=2
les a; valant 1 si ’'élément binaire de ce rang figure
dans N, écrit en systéme binaire, et 0 s’il n’y figure
pas. (Le premier facteur vaut soit sin z, soit 1, selon
qu’il s’agit d’une fonction de Walsh impaire [sal]
ou paire [cal]).

Pour une programmation aisée de la formule (4),

il est souhaitable d’éviter les points de discontinuité

de la fonction sgn ( ) et il est suffisant de définir
W(N, x) sur chacun des intervalles successifs ou
cette fonction demeure constante. En introduisant
les indices entiers i et 2 i — 1 définis au § 1.2.3. nous
pouvons écrire :

u; = sgn [sin (271 — 1) /2 ]

= sgn [cos (21 — 1) t[2F —x[2)],

(5) uy= sgn [cos 2 (21 — 1) w[2k+1],

up= sgn [cos 2871 (27 — 1)t 2k*1];
et :

(6) Wn(i) = sgn |>cos a, (21 — 1) ©[2F — 7t [2) X

:jnr

cos (a; 2771 (2i — 1) n/2k+1)J

.
H
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I1.3. Programmation.

La formule (6) permet de calculer, sans aucun
stockage préalable, la valeur d’'une fonction de Walsh
de rang donné N, & partir de la décomposition binaire
de N. Elle permet donc de réaliser de substantielles
¢conomies de mémoire dans tout calcul ou inter-
-viennent les fonctions de Walsh, pourvu que le calcu-

lateur dispose (ce qui est le cas général) de sous-

programmes trigonométriques.

C’est en particulier en utilisant cette formule que
les trente-deux premiéres fonctions de Walsh repré-
sentées figure 1 ont été tracées avec une calculatrice

de Dbureau ayant une mémoire inférieure a
1 000 octets (*).

La figure 2 est l'organigramme du programme
correspondant.

1323
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Lire N
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|
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X = Décomposition binaire de N
k
1
=a.2i-1
mj —ajZJ
3 = Ooul

Chargement du tableau des m;

|
ITIl !
m, j=j+1 N= X |
- om non ‘ 4]*‘
[ =1-2k1 Calcul de W(N, 1)

A

Y

- i ookek T . I 7 . I
V=cosmy(2i-1-2 )zk cosm2(2|-1)2k+l cosm3(2|-1)m—1- cosmk(2|-1)_-2—k+—1

¥
sgn(V)=W(N,i) > sortit W(N, )

!

i=i+1

Arrét ou changement
de N

Fre. 2. — Organigramme du programme de calcul d’une fonction de Walsh de rang donné N,
a partir de la décomposition binairé de N.
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III. DEVELOPPEMENT
EN SERIE DE FOURIER
DES FONCTIONS DE WALSH

II1.1. Généralités.

Dans le présent chapitre, nous calculons le déve-
loppement en série de Fourier d’une fonction de Walsh
indéfiniment répétée (porteuse Walsh). Ce signal
étant périodique, il est possible de le développer en
série de Fourier a4 partir de la connaissance de ses
valeurs sur 'intervalle de définition égal & une période.

Les théorémes généraux sur les séries de Fourier
nous permettent d’énoncer les résultats suivants :

a) toute fonction de Walsh de rang pair (cal) se
développe en série de cosinus a coefficients réels. En
effet, il s’agit d’une fonction paire, & valeurs réelles ;

b) de méme, toute fonction de Walsh de rang

impair (sal) se développe en série de sinus a coeffi-

cients réels.

Nous allons, en outre, établir rigoureusement un
théoréme préliminaire, qui apparait a ’examen d’un
tableau de fonctions de Walsh, et sera utile pour la
présente étude. '

II1.2. Théoréme préliminaire.

Toute fonction de Walsh de rang pair est égale a la
fonction impaire de méme séquence, cycliquement décalée.

(*) 9100 B Hewlett-Packard avec table tracante.
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II1.2.1. Démonstration.

Soit j, > 1, lindice de 1’élément binaire non nul
de poids le plus faible dans I’expression binaire du
rang N de la fonction paire considérée. Ce numéro
binaire se termine donc par j, — 1 zéros.

Le numéro binaire de la fonction impaire de méme
séquence, qui la précéde immédiatement, se termine
donc par un zéro suivi de j, — 1 unités.

Les ¢léments binaires de rang supérieur a j, sont
les mémes pour les deux fonctions.

Exemple : jo = 2.
N = 6 = 00110,  fonction : cal (3, 1),
N = 5 = (00101, fonction : sal (3, x).
La fonction paire a pour expression, d’aprés (4) :

W(2s, ) = sgn [Y(x) cos (20—2 )],

avec
P
(6) Y(x) = I cos (a; 272 x),

jo+1

La fonction impaire a, de méme, pour expression :
(7) W(2s 1, 2)= sgn [Y(2) cos (20073 ) x

cos (2/0="% x) ... cos v sin x].

La fonction Y(x) étant la méme que pour (6),

puisque les ¢léments binaires de rang supérieur a j,

sont les mémes pour les deux valeurs consécutives
de N considérées.

Appliquant a (7) de droite a gauche, jo — 1 fois
de suite, la formule

sgn [(sin x cos x)] = sgn (sin 2x) ,
il vient :

(7) W(2s — 1, 2) = sgn [Y(2) sin (2072 1)].
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Posant z = 20=2 z, on voit que lon a :
W(2s, 2) = sgn [Y(2) cos z],

et
W(2s — 1, x) = sgn [Y(z) sin z],
I8
Y(z) ayant la forme : II cos (a; 2/ 70 z) .
' jot+1
Si Y(z2) renferme le facteur cos 2z, on a :

W(2s, z) = W2s —1, z —xf2) (cas ot a; ;= 1).

Si Y(z) ne renferme pas le facteur cos 2z, mais
commence par un facteur cos 4 z ou supérieur, on a :

W2s, z2) = W(2s — 1, z + wf2) (cas ou Ajy+1=0).

En effet, les cosinus ayant un coefficient de =z
égal ou supérieur 4 4 sont invariants par un déca-
lage de w/2 de z.

Dans I’exemple ci-dessus :

Jo= 2;z=1x
cal (3, r) = sgn [cos 2 x cos x],
sal (3, x) = sgn [cos 2 x sin x],
d’ou :
cal (3, x) = sal (3, r — w/[2).

II1.2.2. Conséquences.

Il résulte du théoréme précédent que deux fonctions

de méme séquence indéfiniment répétées ne différent
I'une de I'autre que par le choix de ’origine des temps.

Elles ont donc nécessairement des coefficients de
Fourier de méme module pour chaque rang. Ces coeffi-
cients ne different que par le signe, puisqu’ils sont
réels, lorsque l'origine des temps est, comme dans la
définition utilisée présentement, telle que les fonc-
tions soient paires ou bien impaires sur l’intervalle
de définition.

Remarque.

Il ne résulte pas du fait que les deux fonctions de
Walsh associées de méme séquence aient mémes coeffi-
cients de Fourier, au signe pres, que ces deux fonctions

1327
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se correspondent par la transformation de Hilbert,
c’est-a-dire que le signal cal (1, x) 4+ J sal (n, x) soit
un signal analytique au sens de Gabor et Ville (6).
La transformée de Hilbert d’une fonction de Walsh
présente en effet des points infinis. Par exemple :

4 . sin 3 sin Sx -

sal (1, x) = —Tt‘”sm x A+ Ty o R -+ ...—],
‘ + 4] ' cos 3x cos hx '

cal (1, x) = Tc—l COS & — g e — }

La transformée de Hilbert de sal (1, x) est, par
contre :

—4 co
sal* (1, x) = P LCOSX +

s3x cos o
fonction qui présente un point infini pour x = 0 et
pour x= km, k entier. Elle est égale 4 (2j/n) log,.|tgx /2],
ainsi qu’on peut l’établir directement.

Le signal analytique dont sal (1, x) est la partie
réelle a pour expression :

2' »
sal (1, ) + jsal* (1, 2) =1 + :ni loge tg ;—

Cette formule permet de calculer la phase instan-
lanée d’un signal rectangulaire qui est dans le eas
présent :

— Arct <31 tg =
¢(x) = Arc tg| —log. tg 2_>,

et la fréquence insftantanée du méme signal :
‘dcp 2

de = msinz (1 + 4/ logltgz/2))

III.3. Calcul de la série de Fourier d’une
porteuse Walsh.

IIT.3.1. Au chapitre 11, nous avons rendu directe-
ment calculable la fonction W (i) qui est 1a valeur dela
fonction de Walsh de rang N sur 'intervalle numéro i
de chaque période (i variant de 1 — 2k—1 3 2k-1)
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Pour calculer la série de Fourier de W(N, x) indéfi-
niment répétée, nous décomposerons W(N, x) en la
somme de 2k—1 fonctions élémentaires qui chacune
ne différent de zéro, dans la partie droite de chaque
période, que dans l'intervalle n° i ou elles valent + 1,
leur valeur dans l'intervalle symétrique de la partie
gauche de chaque période s’en déduisant en vertu
des propriétés de symétrie (ou d’antisymétrie) de la
fonction considérée.

Si nous appelons v»; ces fonctions de base qui ne
différent de zéro que sur deux intervalles au total

dans chaque période, nous aurons
k—1
=]

W(N, x) = 2 Wy (i) v;

II nous suffit donc de aluuler les Lransformées de
FFourier des deux types de fonction v; 1eprcsentees
figure 3, a : pair, et b : impair.

| ‘ !

| BT |

f 2 Yt |

! : /7/ |

| < SN B 04ﬁ _ jocal(n, x)

i) - 0 i

o1 (1 -1 -1 1 2 i g

! !

! + !

1 l [

| a-H-1 ¢y 2 Ff,// 1 b

} ot —d ; [ sal(n, x)
-T1 ) L n

Fra. 3. —— Les deux types de fonction v, : @ pair, b impair,

L’intégrale de définition des coeflicienls de IFourier
seira étendu a la moitié droite de la période, c’est-a-
dire a lintervalle (0, 7).

II1.3.2. Série de Fourier d’une porteuse Walsh
paire.

L’application des formules de base de la transfor-
mation de Fourier donne :

d > 1si : —
r= —- ‘
(cos nx) v; — sin o1 nz’

n -
sin E];—T n(l — 1)
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D’ou :
=2kl oo
cal (s, ¥) = 3 X ¢ Wa (D),
=1 n=1
n=o 9 a1
() cal(s,x)= 3 ——cosnx 3 Wy(i)x

n—1 Tn f==1

. -\\ . . . « b“
in {——_ ni;—sin ———n(— .
S = ! Y n( 1)

II1.3.3. Série de Fourier d’une porteuse Walsh
impaire.

Le calcul est identique. On a :

Tn

; 2 (T 2 s i
sy = = ) (sinnx)v;drx= - | cos i (i —1)—

2k—1
et
n=c 92 =2k
(9) sal(s,z) = 3 — sinnxr 3 Wy (i) X
n—1 Tn i=1

TE . 7-: *
€OS n(i—1) — cos Y= niy.

La figure 4 représente les spectres des 16 premieres
fonctions impaires sal (1, x) a sal (16, x), tracées avec
la calculatrice de bureau précédemment mentionndée.
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sal (1, z) a sal (16, x).
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sal (1, x)

~+— et sal (2 x)
rVJ—v_‘E_r—bv—hv’—L—v—Lv——‘—r—'——r—-H sal (3 x)
1ttt sal (4 x)
r—r—l—J—J—r#—v—Lv—-—v—*y—Hﬁﬁ sal (5, x)
I L e S S sal (6,x)
rr-!—r—Fw——!ﬁ—L-r*w-r—%—v—n—r-——h?—w sal (7,x)
H.Hj,.gj”..,rtr.” sal (8,x)
e B l At sal (9,%)
,T,r,l.r,,,”!,.,éjﬁ .saI(IO,x)
H—r}l—mLﬁ,fE—rL—.—rfJﬁ sal (11, x)
l!l sal (12, x)
—— ,l,i,'r.,l.’lﬁ sal (13, x)
,..,f!r..,.ﬁlar..;lﬁ sal (14, x)
ﬁ*%,:.,'rﬁ%lllg.!.“ sal (15, x)
11111114 sal (16,X)

=.l 5 10 15 20
. 4. — Spectres des 16 premiéres fonctions impaires
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IV. APPLICATION A T.ETUDE
DES CONSEQUENCES DU FILTRAGE
SUR LA TRANSMISSION DES SIGNAUX
PAR L’INTERMEDIAIRE

D'UNE PORTEUSE WALSH,
CLASSES D'EQUIVALENCE

ET MATRICE UNIVERSELLE

DE DIAPHONIE

IV.1. Généralités.

Nous considérerons un multiplex a porteuses Walsh
représenté sur la figure 5.

Yo Yo
Wi ¥
S °———<:::>--' w——-<:::}—- iT] b—o sy

h 4

! ;
|
5 Wi g ZZ - ¥ |

o1 Wyt ,

:

{72
=
=
=
w
=

Fic. 5. — Multiplex a porteuse Walsh.
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N échantillons analogiques s; sont multipliés chacun
par la fonction de Walsh de méme numéro : Wy(f)
pendant une période. Les signaux obtenus sont
ajoutés et transmis en ligne.

A Y’arrivée, le démultiplexage s’opére en multipliant
le signal composite re¢u par chacune des N fonctions
de Walsh, et en intégrant le produit pendant une
période dans l'intégrateur IT correspondant.

Il est supposé :

— que le synchronisme est parfait,

— que les intégrateurs sont vidés au début de
chaque période,

— que leffet de la ligne de transmission peut étre
assimilé & celui du filtre passe-bas rectangulaire, dont

le déphasage est supposé nul.
‘ ’
Dans ces conditions, les signaux regus s; sont liés

aux signaux émis s; par un systéme linéaire :
i=N—1

(10) S,j == Z D,;j Sz,

i=0
I’écart de la matrice D;; par rapport a la matrice
unité (qui est sa forme limite en ’absence de filtrage)
mesure Deffet du filtrage opéré par la ligne sur la
transmission des N échantillons.

Nous caractérisons cet effet par les coefficients sui-
vants en décibels, qui seront des fonctions de la bande
passante du filtre passe-bas F :

20 longDn[ = affaiblissement de ﬁltrage sur la por-
teuse W;,

20 logm]Dm = diaphonie de filtrage entre les por-
teuses W; et W;.
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IV.2. Principe du calecul.

Dans une période, chaque fonction de Walsh est
représeniée par son développement de Fourier :

n=—oo

Wix) = 3 iy n
n=1
les coefficients de IFourier étant ceux.définis en 3
[formules (8) et (9)].
L’intégrateur IT; recevant la porteuse W; fournit,
au bout d’une période, la tension :

T =1, ax
S (11) Dm:[ W2(z) doe = 5 > 2.

o/ —=TU n=1

Soumis a la porteuse W;, ce méme intégrateur
fournit :

=Npax

E: fni fnj:

n=t

(12) Dij =3
si { et j sont de méme parité et 0 s’ils ne sont pas
de méme parité, la sommation selon n étant arrétée
a la valeur la plus élevée qui passe dans le filire I,
soit n_. . On voit immédiatement que D;; = Dj;.

Il résulte des propriétés d’orthogonalité des fonc-
tions de Walsh, que 1'on a :

1 n=w

Djy(o0) = 5 21 2 = 1, pour tout i,
n—

ni

1 n=—=oo

Dyj(n)= 5 >\ fnifn;= 0 pour toute paire i, j; i 4 J.

n=1
C’est-a-dire que, s’il n’y a pas de filtrage (n_,_
la matrice D;; se réduit bien a la matrice unité.

= 00),

Nous nous proposons ci-aprés de calculer les valeurs
de D;;(n) traduisant I’effet d’un filtrage rectangulaire
qui élimine tous les harmoniques de rang supérieur
an, ..
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IV.3. Définition des classes d’équivalence dia-
phonique des fonctions de Walsh.

IV.3.1. Nous venons d’indiquer que si i et j n’ont
pas la méme parité; 'application de I'une de ces fonc-
tions & un intégrateur alimenté par I’autre produira un

résultat nul quel que soit le filtrage (puisque la série
de Fourier de I'une se compose de sinus, et celle de

I'autre de cosinus).

Nous disons que ccs deux fonctions sont alors
absolument orthogonales, ¢’est-a-dire que leur orthogo-
nalité subsiste quel que soit le filtrage que subissent
Pune ou l'autre de ces deux fonctions.

Le cas envisagé ci-dessus n’est pas le seul, car il
est également possible que les fréquences qui figurent
avec des coefficients non nuls dans la série de Fourier
de I'une des fonctions de figurent pas, avec des coeffi-
cients nen nuls, dans celle de 'autre.

Nous définirons donc comme absolument orthogo-
nales deux fonctions de Walsh W; et W; telles que :

— ou bien i et j nont pas méme parité,

— ou bien les fréquences qui figurent, avec des
coefficients non nuls, dans le développement en série
de Fourier de I'une ne figurent pas, avec des coeffi-
cients non nuls, dans celui de I'autre.

Pour deux fonctions absolument orthogonales, on
a . D;j(n) = 0 quel que soit n.

IV.3.2. Nous allons établir que si deux fonctions de
Walsh ont une composante de Fourier en commun,
alors elles ont toutes leurs composantes de Fourier en
commun (*); autrement dit, la relation ne pas étre
absolument orthogonales est une relation d’équiva-
lence qui permet de classer les fonctions de Walsh
en classes d’équivalences diaphoniques, telles que deux
fonctions situées dans des classes différentes soient
absolument orthogonales, deux fonctions situées dans
la méme classe ne I’étant pas.

A) Théoréme. — Si deux fonctions de Walsh déve-
loppées en série de Fourier sur une période ont une
composante de Fourier en commun, elles ont toutes
leurs composantes de Fourier en commun.
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Il nous suffit d’établir le théoréme pour les fonctions
de rang pair, puisque nous avons établi, § 111.2.2,,
que toute fonction de rang impair a un développement
de Fourier ol interviennent les mémes fréquences que
pour la fonction paire de mémec séquence, les cosinus
étant remplacés par des sinus, au signe pres, et les
modules des coeflicients étant les mémes pour chaque
fréquence.

Considérant donc uniquement les fonctions de rang

pair (cal), posons, en reprenant les notations du
§ I1L.2.1. :

Jo > 1 = rang du premier élément binaire non nul
dans l’expression binaire du rang N.

Selon la formule (6), on a :
W(2s, x) = sgn [Y(x) cos (2072 z)]
ou en posant : 20~ 2y = z

(13) W(2s, x) = sgn [Y(z) cos z]

La tonction Y(z) est un produit de cosinus de mul-
tiples de z par des puissances entieres de 2. Dans
ces conditions, le théorédme de multiplication des
fonctions ftrigonométriques montre que le crochet
dans (13) est une somme de cosinus de multiples impairs
de z. La fonction sgn ( ) n’altérant pas les pro-
prié¢tés de symétrie, le développement de Fourier
de (13) ne comprendra que les cosinus des multiples
impairs de

zou= QleT2 g

Sachant que, pour deux valeurs différentes de j,,
les séries des multiples impairs de 200~ 2y sont dis-
jointes, il en résulte que :

-— deux fonctions paires ayant la méme valeur
de j, ont toutes leurs composantes de l‘ourier en
commun ;

(*) Avoir une composante de Fourier en commun signifiant
avoir des termes trigonométriques de méme nafure (cosinus
ou sinus) & la méme [réquence, avec des coeflicients fous deux
non nuls,

1336



— deux fonctions paires n’ayant pas la méme
valeur de j, n’ont aucune composante de Fourier en
commun et sont totalement orthogonales.

B) Nous voyons donc que les classes d’équivalence
diaphonique sont déterminées par la valeur de j,.
Dans ce qui suit, nous poserons :
ko= jo,—1=rang du premier élément binaire non

nul dans I'expression binaire de la
séquence, s.

1V.3.3. Les conséquences du théoréme précédent
peuvent étre récapitulées comme suit :

a) toutes les fonctions de Walsh paires sont abso-
lument orthogonales a toutes les fonctions de Walsh
impaires ; il existe donc autant de classes d’équiva-
lence pour les fonctions paires que pour les fonections
impaires ;

b) deux fonctions sont dans la méme classe d’équi-
valence si, et seulement si, elles ont méme parité et
méme valeur de kg ;

¢) les fonctions de la classe d’équivalence k, ont
pour composantes de FFourier la série des fréquences
multiples impaires de 2%—1,

IV.3.4. Numéro diaphonique. Dénombrement
des classes.

Dans chaque classe d’équivalence, nous pouvons
ordonner, en séquence croissante, les fonctions qui y
sont contenues, au moyen des éléments binaires de
rang supérieur a k, dans I’expression de leur séquence.
Ces ¢éléments binaires constituent la représentation
binaire d’'un nombre e que nous appellerons numéro
diaphonique.

On voit aisément que k, peut aller de 0 & k dans
le groupe des 2% premiéres fonctions de Walsh, la
valeur k n’étant atteinte que par la derniere fonction
du groupe (sal 2%-1 x).

En outre, k, n’est pas défini pour la fonction W,
(qui constitue une classe a elle seule.
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Le tableau I indique le contenu des 10 classes
d’équivalence qui existent dans le cas de k£ = 5. 1l

TaBLEAU 1

Tableau des 10 clusses 'dguivalence diaphonique pour les 32 premiéres fonctions de Walsh

(l.es barres en trait fort séparent les classes d’équivalence)

Rang Fonctions Séquence k e Fonctions Rang
N paires $ e e impaires N
0 cal ( 0, x) 0 -

2 cal ( 1, x) 1 = 0001 1 0 sal ( 1, x) 1
6 cal ( 3, x) 3 = 0011 1 sal ( 3, x) 5
10 cal ( 5, ) 5 = 0101 2 sal ( 5, x) 9
14 cal ( 7, x) 7 = 0111 3 sal ( 7, x) 13
18 cal ( 9, x) 9 = 1001 4 sal (9, x) 17
22 cal (11, x) 11 = 1011 5 sal (11, x) 21
26 cal (13, x) 13 = 1101 6 sal (13, x) 25
30 cal (15, x) 15 = 1111 7 sal (15, x) 29
4 cal ( 2, x) 2 = 0010 | 2 | 0O sal ( 2, x) 3
12 cal ( 6, x) 6 = 0110 1 sal ( 6, x) 11
20 cal (10, x) 10 = 1010 2 sal (10, x) 19
28 cal (14, x) 14 = 1110 3 sal (14, x) 27
8 cal ( 4, x) 4 = 0100 3 0 sal ( 4, x) 7
24 cal (12, x) 12 = 1100 1 sal (12, x) 23
16 cal ( 8§, x) 8 = 1000 4 0 sal ( 8, x) 15

16 = 10000 B) 0 sal (16, x) 31

apparait avec évidence a I’examen de ce tableau qu’il
existe toujours 2k classes d’équivalence pour le groupe
de 2% fonctions de Walsh.

Il en résulte immédiatement qu’un multiplex utili-
sant seulement 2k porteuses Walsh choisies dans le
groupe des 2% premiéres fonctions de Walsh, a raison
d’une, et d’une seule, par classe d’équivalence, permet
dans le cas du modele étudié de réaliser une trans-

mission sans diaphonie, quel que soit le filtrage.
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1V.3.5. Isomorphisme des classes. Matrice de
diaphonie.
 a) Il résulte de ce qui précéde que les coefficients

de diaphonie D;; de la formule (10) ne different de
zéro que si les fonctions de Walsh correspondantes

se trouvent dans la méme classe d’équivalence.

diaphonique.

~ Nous allons montrer ci-aprés que foufes les classes
d’équivalence diaphonique sont isomorphes, ce qui per-
met de définir une matrice unique D, (n’) qui donne
les coefficients de diaphonie par filtrage pour une
classe d’équivalence quelconque, en fonction d’un
paramétre n’ qui est un sous-multiple de n figurant
dans la définition de Dj;;(n), et des seuls numeéros
diaphoniques des deux fonctions de Walsh considérées.

b) Théoréme. — Toutes les classes d’équivalence
diaphoniques sont isomorphes, au signe prés, ef sont
décrites par la méme matrice : '

D;j(n), i et j étant les rangs de deux fonctions de
la méme classe, ou_

D¢, e(n'), e, ¢ étant les numéros diaphoniques de
deux fonctions dans la méme classe.

Cas des classes paires.

Si deux fonctions paires ont méme numéro dia-
phonique, soit e, dans des classes d’équivalence ditté-
rentes, soient k, et k’,, on voit immédiatement en
examinant la formule (13) qu’elles dérivent du pro-
duit des cosinus des mémes multiples de z et que
seule la définition de z change d’une classe a 1’autre :

z = 2=l pour la classe définie par k,,
7 = 2=l pour la classe définie par k', .

Il en résulte que 1'on passe de l'une a l'autre de
ces fonctions par un changement de 1’échelle des
fréquences dans le rapport 2f—"o  rapport qui ne
dépend que des deux classes considérées.
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Par conséquent, si nous appelons D;‘L, (n) le
coefficient de diaphonie entre les fonctions de numéros
diaphoniques e et ¢’ dans la classe k,, les sommations
des formules (11) et (12) étant arrétées a la valeur n
(incluse) de l’indice n, on a :

(14) D% (n) = DL (nf2Mo—hko) |

Cette formule établit le théoréme annoncé pour le
cas des classes d’équivalence contenant des fonctions
paires.

Cas des classes impaires.

Deux fonctions impaires ont, au signe prés, et pour
toute valeur de n, le méme coefficient diaphonique D;_;
que les fonctions paires de méme séquence :

D;j(n) = Diyq, ja(n),

i, j impairs et correspondant a des rangs situés dans
la méme classe d’équivalence (k).

Il résulte, en effet, des résultats du § IIL.2.1. que
I'on a toujours :

W2s —1, 2=+ W?2s, z — xwf2),

avec 7z = 2ko—1

Il en résulte que le produit W(i, x) W(j, x) coincide
toujours, au signe pres, avec le produit :

Wi + 1, ¥) WG + 1, ),

moyennant un décalage cyclique de 7':/2"'0‘—1 de la
variable x, méme lorsque les fonctions de Walsh sont
remplacées chacune par leur série de Fourier tronquée.

Ces deux produits ont done, au signe prés, les mémes
cocfficients de Fourier a4 chaque fréquence, et ’énergie
intégrée jusqu’a l’harmonique n est la méme, en
valeur absolue, quel que soit n.
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50
Cij |-
(48) [
]
n L
20 |-
_ 1
N 3
10 / -
~ 01 12
ok 22 33
" 00 L
- -§“--._______ —r— ——
0 { 1 — 1 1 % + : .
10 20 n
16. 6. — Courbes de diaphonie de filtrage en décibels (les courbes 02 et 13 sont identiques).
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Chaque classe impaire est donc isomorphe a la classe
paire correspondante, ce qui complete la démonstration
du théoreme annoncé.

c) Matrice universelle de diaphonie.

Il résulte du théoréme précédent (ue si I'on connait
la matrice

D, (n),

pour la classe de diaphonie : k, = 1, le coeflicient
de diaphonie entre deux fonctions de Walsh de
numéros diaphoniques e, ¢’ appartenant a la classe
de diaphonie (k,), avec k, > 1 sera, pour un filtrage
coupant les fréquences supérieures a n donné par la
formule :

(15) D,% (n) = D, (nf2~1).

1V.3.6. Application.

La figure 6 représente les courbes de diaphonie en
décibels pour la classe d’équivalence comportant les
numéros 0, 1, 2, 3. Ces courbes permettent donc
I’évaluation immédiate de la diaphonie et de I’affai-
blissement de filtrage pour les fonctions appartenant
au groupe des 16 premieres fonctions de Walsh.

IV.3.7. Cas d’un filtre de -caractéristiques
quelconques.

Les résultats précédents supposent un filfire rectan-
gulaire a déphasage constant dont les seuls effets sont :
— de conserver sans changement les termes de

Fourier pour n < n,_ . ;
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— de supprimer sans résidu les termes de Fourier
pour n > n

max

Dans le cas d’un filtre a caractéristiques difiérentes,
il y a lieu de tenir compte de l'action du filtre sur
chaque composante de Fourier séparément, et de
poursuivre la sommation jusqu’a n = oo ou, en pra-
tique, jusqu’a une valeur de n assez grande pour que
I’énergie des termes supprimés soit devenue négligeable.

Il est évident que les propriétés des classes d’équi-
valence subsistent, car elles ont été établies d’apres
les propriétés des séries de IFourier avant filtrage.

Par contre, la forme des fonctions de diaphonie
De,er(fe)s fo étant une fréquence de coupure, caracté-
ristique du filtre, sera évidemment fonction des
caractéristiques du filtre et ces fonctions ne pourront
étre obtenues que par un programme d’intégration
ou entreront les paramétres du filtre.

Nous estimons, par analogie avec d’autres cas ana-
logues (par exemple, courbes de seuil en modulation
de fréquence), que la forme du filtre ne doit pas
influer trés notablement sur celle des courbes de
diaphonie.

V. ETUDE DE LA MATRICE UNIVERSELLE
DE DIAPHONIE,
PRODUITS DE CONVOLUTION
DES FONCTIONS DE WALSH,
NOMBRE DE TERMES DISTINCTS
DE LA MATRICE DE DIAPHONIE
D'UNE CLASSE D'’EQUIVALENCE

V.1. Généralités.
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V.1.1. Nous avons constaté par la figure 6 que, lors-
que I'on trace les courbes de diaphonie de filtrage cor-
respondant a une certaine classe d’équivalence, la
méme courbe se reproduisait parfois (dans le cas des
la figure 6, les courbes 02 et 13 sont identiques).

L’objet du présent chapitre est de préciser, par
I’étude des produits de convolution des fonctions de
Walsh, combien il existe de fonctions de diaphonie
distinctes dans la classe d’équivalence universelle
limitée & 2% fonctions (numéros d’équivalence de 0 a
2k-1)

V.1.2. Lafonction de diaphonie entre deux fonctions
de Waslh, Wy et Wy, est définie (formule 12 du §IV.2)
par :

1 "m
(16) DynAng) = 5 > fuf'ns

fn et f'n étant les coefficients des séries de Fourier
des deux fonctions de Walsh considérées, celles-ci
étant supposées (par I’hypotheése que les deux fonc-
tions de Walsh sont dans la méme classe) avoir les
meémes composantes de Fourier.

Il résulte du théoréme de composition que :

n=oc

Z fn f,n COoS nv,

n=1

n’est autre que le développement en série de Fourier
du produit de convolution :

(17)
T
Qrn(x)= f W(N,u) WIN,u—x2)du= Wy x Wy, .
—TT

des deux fonctions de Walsh considérées, au signe
pres éventuellement.
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V.1.3. Deux couples formés de fonctions de Walsh
qui ne sont pas absolument orthogonales auront donc
la méme courbe de diaphonie si, et seulement si, les
produits de convolution correspondants sont iden-
tiques au signe prés sur toute la période.

Dans tout ce qui suit nous négligerons le signe des
produits de convolution, puisque seule la valeur absolue
des coefficients de diaphonie a une importance pra-
tique en télécommunications. De méme, nous dispo-
serons arbitrairement du signe des fonctions de Walsh.
(11 va de soi que le signe est défini une fois pour toutes
pour chacune des fonctions considérées.)

V.1.4. Etant donné deux fonctions de Walsh, les
trois situations suivantes sont seules possibles :

a) les deux fonctions sont dans la méme classe
d’équivalence (méme valeur de k, et méme parité).
Dans ce cas, elles ne sont pas absolument orthogonales

et leur produit de convolution n’est pas nul. 1l existe

une fonction de diaphonie, qui s’exprime en fonction
du développement en série de Fourier de leur produit
de convolution [formules (16) et (17)]. On remarquera
que le produit de convolution est nul pour z = 0,
puisque les deux fonctions sont orthogonales, & moins
que les deux fonctions ne soient identiques, auquel
cas on a : '

Qn,n(0) = 2F;

b) les deux fonctions sont dans deux classes d’équi-
valence correspondantes, lune paire, Uauire impaire
(méme valeur de k, ; parités différentes). Dans ce cas,
elles sont absolument orthogonales puisque, pour
chaque fréquence, p I'une d’elles a la composante de
Fourier : cos px et I'autre la composante : sin px.
Leur produit de convolution n’est pas nul. En rempla-
cant I'une des fonctions (par exemple la fonction
impaire) par la fonction paire ayant méme numéro
d’équivalence dans sa classe (et qui en résulte moyen-
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nant un décalage cyclique, comme il a ¢té démontré
en § IV.3.5.0), on voit que le produit de convolution
n’est pas nul sur toute la période (mais seulement

nul a Vorigine) et que I’on peut I'obtenir moyennant

un décalage cyclique, & partir du produit de convolu-
tion des deux fonctions ayant les mémes numéros
d’équivalence dans la méme classe ;

¢) les deux fonctions sont dans deux classes d’équi-
valence qui difféerent par la valeur de k,. Dans ce cas,
elles sont absolument orthogonales et leur produit de

convolution esf nul sur toute la période.

V.2. Représentation polynémiale des fonc-
tions de Walsh.

V.2.1. Pour I'é¢tude des produits de convolution des
2% premieres fonctions de Walsh, nous disposerons
du signe de celles-ci pour qu’elles valent l'unité sur
I'intervalle de gauche de la période compléte, c’est-a-
dire pour que :

W(N, —7) = 1, ou Wy(i) = 1 pour i = 1 — 2k-1

avec les notations précédentes.
Nous représenterons dans ces conditions les fonc-
tions de Walsh par des polynomes dans une indéter-

minée y, définis modulo (ka—— 1), les coefficients de
ces polyndémes ¢tant pris dans le corps des réels, sans
limitation, et valant + 1 pour les fonctions de Walsh.

L’ensemble de ces polynémes constitue un anneau,
mais non pas un corps. Le coefficient du terme y?
est la valeur de la fonction sur I'intervalle numéro p - 1
a partir de la gauche.

Nous allons démontrer les propositions suivantes.

V.2.1.1. Les fonctions de Walsh sont représentées,
dans ces conditions, par des polyndémes factorisables
sous la forme :

(18) Py)= (1 £ y) (1 £ y) (L £ y9 .. (L g2,

(k facteurs).
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Chaque fonction de Walsh correspond a un certaiu
choix des signes, parmi les 2% possibles, dans ’expres-
sion (18).

V.2.1.2. Les polyndmes factorisés étant ordonnés
comme ci-dessus par ordre de degré croissant, si 'on
associe le chiffre binaire 0 au signe + et le chifire
binaire 1 au signe —, le choix des signes correspondant
a une certaine fonction de Walsh fournit un nombre
binaire de k chiffres, qui n’est autre que le rang N
de la fonction de Walsh correspondante, écrit en code
binaire réfléchi (code Gray). '

V.2.1.3. Etant donné deux fonctions de Walsh
représentées par les polyndmes P(y) et P'(y)
- modulo (yzk — 1) le produit: P.(y)P’(1/y) du premier po-
lynéme en y par le second polynéme en 1/y (produit
effectué dans le corps des réels sans autre limitation
pour les coefficients) définit par .ses coefficients les
valeurs successives du produit de convolution des deux
fonctions de Walsh correspondantes a la fin de chacun
des intervalles d’une période.

(Les produits de convolution des fonctions de Walsh
étant des fonctions formées de segments de droite, la
donnée des valeurs d’un tel produit a la fin de chacun
des intervalles d’une période suffit & le définir.)

Démonstration de la propriété V.2.1.1.

a) Les produits de la forme (18) ont évidemment
une fois développé un terme de chaque degré, du
degré 0 au degré 28 — 1, et leurs coeflicients sont
évidemment égaux a + 1.

b) Si deux expressions de la forme (18) different

par le signe d’un facteur, les fonctions correspondantes
sont orthogonales.

Posons, en effet :
(19) P(y)=a0+a1y—|—a2y2+...+a2k_1y2k—1,
(20) P'(y)=bg+byy+ by + ...+ by, y¥Nay,b=+1),

et soit W(x), W'(x) les fonctions correspondantes de z,
dont les valeurs sur les intervalles successifs d’une
période sont définies par ay, a;, ... a,x_, et by, by, ...
bzk—1 respectivement.

1347

B35



51/36

On a :
j=2K—1

(21) | W) Wiz dz = 3 a5 by .
J=

Supposons alors que, P et P’ étant mis sous la
forme (18), P contienne le facteur (1 + y27) et P’ le
facteur (1 — yzp).

On voit en développant que V’on aura, pour tout i
inférieur a 2¥-2 — 1:

Qirogp = Qi
biyap = — b1,
s, — .

Chacun des termes de la somme (21) est donc annulé
par le terme situé 22 rangs plus loin, la somme des
2Pl premiers termes est donc nulle, et il en va de
méme pour chacune des 2¥—P-1 sommes analogues,
commancant aux indices i multiples de 227+L,

Il en résulte que les 2% fonctions rectangulaires
engendrées par les 2% expressions (18) possibles ont
pour valeur + 1 ou — 1 sur chacun des intervalles
d’une période et qu’elles sont mutuellement orthogonales
deux a deux, comme diftérant par le signe d’au moins

un facteur. Ce systéme est donc identique a celui des

2k premiéres fonctions de Walsh, 4 1’ordre et au signe
pres, en vertu du caractére orthogonal et complet du
systeme des 2% premiéres fonctions de Walsh.

Démonstration de la propriété V.2.1.2.

Etant donné un-polynéme de la forme P(y), nous
appelons séquence (*) de ce polyndme le nombre de
changements de signe entre deux coefficients succes-

- sifs, le polynéme étant développé sous la forme (19).

L’introduction du code Gray résulte de ce que si
la séquence d’'un polynéme change d’une unité, le
signe d’un facteur et d’un seul a changé dans
Pexpression (18).

Considérons, en effet, une expression de la forme (18)
arrétée au degré 27+l — 1, c’est-a-dire :

P) = 1+ v @ + y)...(1 + y*),
(p + 1 facteurs),
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et soit S, sa séquence.

Si S, est pair, la fonction définie par P(y) a le

méme signe aux deux extrémités de son intervalle de
définition (comprenant 27+ intervalles élémentaires).

Si S, est impair, cette méme fonction a des signes

opposés aux deux extrémités de son intervalle de

définition.

Multiplier cette fonction par 1 + y22+1 revient a
la répéter pour obtenir une fonction couvrant
29+2 intervalles élémentaires. La multiplier par
1 — y?»*1 revient de méme & la répéter aprés I’avoir
changée de signe.

Dans le premier cas, la séquence S;,, de la fonction
obtenue sera : 2.5, si S, est paire et 2.5, + 1 si

Sp est impaire (car un changement de signe avec

passage par zéro interviendra au début du
2P+l éme intervalle).

Dans le second cas, la séquence S, sera, pour la
méme raison, 2 S, si S, est impaire et 2 S, + 1 si
Sp est paire : '

. §2 Sy, si S, est paire,
Y198, + 1, si S, est impaire,
(22) ' |
2S,, si Sy est impaire,

ST =
P¥1 (28, + 1, si S, est paire.

Supposons maintenant que la séquence du poly-
nome P(y) varie d’une unité sans que son degré varie.
Ceci est possible :

— soit si le facteur de degré 27 a changé de signe
sans que la séquence S,_, des facteurs de moindre
degré n’ait changé,

— soit si le facteur de degré 2? n’a pas changé
et que la séquence S, _; des facteurs précédents ait
changé d’une unité.

(*) La séquence s de la fonction de Walsh correspondante
est la moitié de ce nombre arrondie 4 I’entier supérieur, car
la séquence d’un polyndme telle que définie ici correspond
au nombre de passages par zéro de la fonction W (X) corres-
pondante, sur Uintervalle de définition ouvert : .

] —rmn<z<<m=wl.
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(En effet, il résulte de 'application des régles (22)
que si ces deux circonstances se produisaient simulta-
nément, la séquence de P(x) varierait de 0 ou de
2 unités.) _

En appliquant de proche en proche ce résultat de
droite a gauche, et compte tenu du fait que si la
séquence d’un produit de facteurs ne varie pas aucun
des signes de ses facteurs ne peut wvarier, on voit
qu'un seul signe a varié. '

Pour ordonner par séquences croissantes les
2k polyndmes de la forme (18), nous conumencerons
done par le polyndéme :

Po= (1 + @+ g+ yh..(d+ g

ayant k facteurs avec le signe 4+ et dont la séquence
est ¢videmment nulle (tous ses coefficients valant + 1).

Par application de la régle (22), la séquence
deviendra 1 si nous changeons le signe du facteur de
degré supérieur, d’ou :

Po=(04+ @+ g..a + p2FHa - y2Fh,

et, répétant cette procédure de proche en proche,
nous voyons que, le signe -+ correspondant a4 0 et
le signe -— a 1, le choix des signes dans Uexpression
de la forme (18) qui représente une fonction de Walsh
est défini par la représentation de son rang, N, en code
binaire réfléchi.

“Rappelons que, si la représentation binaire d’un

nombre est ag ap_y, ... ay (a; = 0 ou 1), la représen-
tation en code binaire réfléchi est définie par :

b]{;b]g_l bO s
avec :
by ay @ 2y,
(23) by 4G @ a,,
)
bk = g ;

ou réciproquement

Ay = by D by @ ... D b,
ap —= b]{; .
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Démonstration de la propriété V.2.1.3.

L’opération Wx W', telle qu’elle est définie par la
formule (2) est linéaire par rapport a chacun de ses
composants.

Nous pouvons donc obtenir le produit de convo-
lution de deux fonctions de Walsh par la somme des
produits de convolution élémentaires des fonctions
qui ne différent de zéro que sur un seul intervalle et
dont chacune des fonctions de Walsh est la somme.

Ces fonctions ¢lémentaires correspondent aux

termes successifs de la représentation polyndmiale

développeée de chaque fonction.

On voit immédiatement, en substituant dans la
formule (17) de telles fonctions que le produit de
convolution d’une fonction qui ne differe de zéro que
sur Uintervalle p ol elle vaut 1 par une fonction qui
ne différe de zéro que sur 'intervalle ¢ ou elle vaut 1
est une fonction (riangulaire valant 1’unité pour
[ = p — @, décroissant linéairement de part et d’autre
de cette valeur pour atteindre zéro pouri=p —q + 1
et i = p — ¢ — 1, ce produit de convolution étant
nul partout ailleurs (IFFig. 7).

N=WxY' W=yb W=y

N W R

j1-23r45678910~7
' i=3 W(yyxw (1/y)=y*

Fie. 7. — Produit de convolution élémentaire.

Toute somme de telles fonctions triangulaires est
évidemment définie par la suile de ses valeurs aux
extrémités des intervalles, la fonction elle-méme étant
obtenue en reliant ces points de définition par des
segments de droite.
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Nous voyons donc que si :
W) = P(y),
W(z) = P'(y),
on aura :
(25) Q) = W x W = P(y) P'(Q/y).
On remarquera (ue P*(y) étant le polyndme

réciproque de P au sens de Peterson [7], on a,
modulo (yzk — 1) :

P(1/y)y = y P*@) -

V.3. Produits de convolution des foxictions
de Walsh. '

V.3.1. 11 résulte de ce qui précede que le produit
de convolution de deux fonctions de Walsh est défini
par le produit des représentations polyndmiales en y
et 1/y de ces deux fonctions. En développant ce
produit, modulo (yzk — 1), on obtiendra un polynome
a coefficients réels :

QW) = ¢o + 1§ + oo Cp, Y21,

¢y est la valeur du produit de convolution a ’origine,
¢, sa valeur a la fin de l'intervalle n® 1, ... Cok_y » 52
valeur 4 la fin de l’intervalle n® (2¥ — 1) qui est le
dernier de la période.

Le produit de convolution lui-méme sera représenté
par une ligne brisée joignant ces valeurs (Fig. 8).

= k== sal 1=14y-y2y2mod (! =P (y)
T el 1= ey w0 =P )

P'(1/y)=-1-y+y2+y3

S N
sal 1%cal 1 P(y) P'(1/y)=0-4y+0+4y3
0
2m
-4
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V.3.2. Nous écrirons alors les polyndmes P(y) et

P’(1/y) sous la forme factorisée (18) et nous effectue-

rons le produit des facieurs correspondants, de méme
degré en y dans P(y) et en 1/y dans P'(1/y).

Le produit obtenu, qui définit le produit de convo- |

lution des fonctions de Walsh considérées, sera le
produit de k facteurs de la forme :

Fa@) = 1A + ) + fy))].
Ces facteurs ont a priori 'une des quatre fermes
suivantes :
26) 1+ 1)t + 1) = 2 + 2¥ + 1/,
@D 1 — " a + 1ph) = /") — 2,
@8) (1 + " — 1Py = g2 — 1/p2?,
29) 1 — " — 1" = 2 — ¥ — 12",

Les formes (27) et (28) sont identiques au signe prés.

Si donc nous négligeons le signe du produit de convo-
lution, chacun des k facteurs dont il se compose ne
peut avoir que trois_formes v

— la forme + 1 [ou (26)] s’il est le produit de
2 facteurs ayant le signe 4 ;

— la forme — 1 [ou (29)] s’il est le produit de-

2 facteurs ayant le signe —;
— la forme 0 [c’est-a-dire (27) ou (28) s’il est le
produit de 2 facteurs ayant des signes contraires.

Or les signes successifs qui figurent dans les poly-
nomes P(y) et P'(1/y) sont les représentations en
code Gray des rangs des fonctions de Walsh corres-
pondantes (+ correspondant a 0 et — 2 1).

Si, done, nous définissons comme suit la C-addition
de deux nombres binaires de k chiffres, pour obtenir
un nombre ternaire de k chiffres, ces derniers pouvant
valoir 0, + 1 ou — 1, par les régles d’addition sui-
vantes, chifire par chiffire et sans retenue :

1 + 1 == + 1 [

c

(30) 0+0=—1,
c N
‘ 1+40=0+1=0,

c c
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. nous aboutissons au :

Théoreme. — Le produit de convolution de deux

fonctions de Walsh est défini, au signe prés, par la-

C-somme de leurs rangs, écrits en code binaire réfléchi.

II en résulte immédiatement qu’il ne peut exister
que 3% produits de convolution distincts dans [’ensemble
des 2k premiéres fonctions de Walsh, ce nombre étant
celui des nombres ternaires différents, de k& chiffres
(le nombre total des produits de convolution possibles
a priori étant 4%), '

V.3.3. Définition des termes identiques dans
la matrice universelle de diaphonie.

Nous avons démontré que, dans 'ensemble complet
des 2% premiéres fonctions de Walsh, il pouvait
exister au plus 3% produits de convolution distincts
(au signe pres). Mais nous savons qu’il existe un cer-
tain de ces produits qui sont identiquement nuls
(produits de convolution entre fonctions appartenant
a des classes de diaphonie ayant des valeurs diffé-
rentes de kg). Nous allons démontrer que le nombre
de produits de convolution distincts est exactement
3% pour une classe de diaphonie contenant 2% fonctions
de Walsh.

V.3.3.1. Le produit de convolution de deux fonctions
de Walsh est identiquement nul si et seulemeni si le
dernier chiffre ternaire de la C-somme de leurs rangs,
écrits en code Gray, est 0.

En effet, le calcul montre immédiatement que dans
le cas ou la C-somme se termine par un zéro, le fac-
teur F,k — 1(y) dans le produit Q(y) est égal a 0
modulo (72° — 1). |

t

. T3 ffn " a
Si ce chiffre est - 1, C&

si ce chiffire est — 1, ce facteur est égal a :

k—1
— 2 yz

H
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et dans ces deux derniers cas, Q(y) ne peut pas étre
identiquement nul, quelle que soit la forme des
autres facteurs Fg(y) de degré inférieur.

V.3.3.2. Deux polynémes Q(y) non nuls ne peuvent
éire idenliquement égaux s’ils ont un ou plusieurs
facteurs Fp(y) différents avec h € 2K2,

Ceci résulte du fait que, dans l’anneau considéré,
un polyndéme de degré inférieur a 2k~ ne peut étre
factorisé que d'une seule maniére : les critéres de
divisibilité de l’algebre ordinaire demeurent valables
tant qu’aucun terme n’atteint le degré 2F%.

Si nous considérons maintenant uniquement les
fonctions de Walsh appartenant a une méme classe
de diaphonie, nous avons démontré que leurs produits
de convolution mutuels n’étaient pas nuls. Les
C-sommes différentes correspondront donc a des
produits de convolution différents, et réciproquement,
a lUintérieur d’une méme classe.

Les classes de diaphonie étant toutes isomorphes,
nous étudions ci-apres la premiére classe de fonctions
paires, c’est-a-dire 1a série des fonctions cal (2 p + 1, x)
ayant pour séquence la série successive des entiers
impairs. ,

Dans l'expression binaire simple de leur rang, le
dernier ¢élément binaire est 0 (puisque ce sont des
fonctions de Walsh paires) et I’avant-dernier élément
binaire est 1 (puisque leur séquence est impaire).

Les éléments binaires suivants, a partir de I’'anté-
pénultiéme, définissent le numéro d’équivalence e,
écrit en base binaire ordinaire.

Il est aisé de voir, au moyen des formules (23) que

si 'on écrit les rangs N en code Gray, le dernier élé-
ment binaire est toujours 1.

La séquence de la fonction variant de 2 unités
lorsque 'on passe d’une fonction a la suivante, il
résulte des mémes formules que :

— J'avant-dernier ¢lément binaire de rang écrit en
Gray change de valeur,

— un autre parmi les éléments binaires précédant
I’avant-dernier change aussi de valeur.
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On voit donc finalement que ’antépénultiéme élé-
ment binaire et ceux qui le précedent & gauche défi-

nissent la transcription en code Gray du numéro

d’équivalence (la premiére fonction ayant pour numéro
d’équivalence 0, lequel est représenté, en binaire
simple comme en binaire réfléchi par k — 2 zéros, et
un seul élément binaire dans ce groupe changeant de
valeur lorsque 1’on passe d’une fonction a la suivante).

I1 en reésulte le

Théoréme. — La C-somme des numéros d’équiva-
lence, écrits en code binaire réfléchi, définit de maniere
univoque le produit de convolution de deux fonctions de
Walsh appartenant & la méme classe d’équivalence dia-
phonique, et leur courbe de diaphonie.

Il existe donc exactement 3% fonctions de diaphonie
distinctes (au signe pres) dans la classe d’équivalence
contenant 2% fonctions de Walsh.

I1 y a donc 4% — 3% relations d’égalité entre les
termes de cette matrice, parmi lesquelles 22k-1 — 2k-1
résultent simplement de la symétrie de la matrice et :

Ny = 22k=1 4 2k-1 _ 3k

résultent de l’égalité entre produits de convolution
de couples différents de fonctions de Walsh.

V.34, Programmation.

La figure 9 représente l’organigramme d’un pro-
gramme exploitable sur la calculatrice déja citée, qui
permet de tracer les produits de diaphonie de la
classe d’équivalence contenant 8 fonctions. On n’a
représenté qu'un seul des produits égaux, tels que
Py N et Pyry.

Cette classe est la plus grande dans le groupe des
32 premiéres fonctions de Walsh.

La figure 10 représente ces produits de convolution
sur un quart de période. Chaque produit de convo-
lution doit étre complété par antisymétrie autour de
son extrémité droite et par symétrie autour de son
extrémité gauche.

Harmuth avait précédemment publié [5, pp. 152-
153] une table analogue relative & la classe d’équi-
valence contenant 4 fonctions.
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V.3.5. Emplacement des relations d’égalité.

La figure 10 correspond a la moitié inférieure de
la matrice (symétrique) dont chaque terme est un
produit de convolution.

Les relations d’égalité autres que celles résultant
de la symétrie sont représentées par la figure 11
(deux cases reliées par un trait correspondent au
méme produit de convolution au signe prés et a la
méme courbe de diaphonie). :

L’emplacement des relations d’égalité dans la
matrice & 2711 lignes et colonnes, soit Ay, se déduit
de 'emplacement desdites relations dans la matrice A,
par la construction récursive indiquée figure 12: T A,
représente la matrice A, retournée (en écrivant les
colonnes dans I’ordre inverse) et les deux matrices TA
qui s’introduisent dans Ay, ont leurs éléments symé-
-triques reliés par une relation d’égalité (puisque la
matrice Ap,, est symétrique).

V.3.6. Relation avec la somme directe des
rangs.

Si I'on représente semblablement les égalités dans
la table d’addition directe N @ N’ des 22 premiers
nombres binaires, soit A'p , on constate que la méme
construction récursive peut étre appliquée, mais que
la matrice A’; (Fig. 13 a) comporte une relation
de plus que la matrice A; (Fig. 13 b).

On obtient ainsi une démonstration géométrique
- simplé du
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e~e =0
N-4¢e+2
e (voir figure 2
partie 3+
N' = 4g' v ? inferieUTE)
h=0,P=0
-
1 ==-15
FIN e' = 0 I'=1+h
] |
Y Y
oui non Calculer W(N, 1) Calculer W' (N' 19 -
L | '
l e—e+1
out non
> sortirPee'(h) = P
V
h=h+1
el =e' 11 /\ P -0
i ~
L - he 32 >0
4\\\\\\3/////
F1g. 9. — Organigramme d’un programme permettant de tracer les produits de diaphonie

de la classe d’équivalence contenant 8 fonctions.
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Théoréme. — Pour que deux couples de fonctions
de Walsh fournissent le méme produit' de convolution
(au signe prés), une condition nécessaire, mais non
suffisante, est que la somme directe des rangs écrits en
code binaire simple soit la méme pour ces deux couples.

VI. CONCLUSION

L’introduction d’une représentation trigonométrique

simple et d’une représentation polynomiale des fonc-

tions de Walsh a permis d’aboutir & un calcul exact
de leur spectre de fréquence et de leurs produits de
convolution mutuels.

Ces résultats théoriques conduisent i des formules
permettant d’obtenir la diaphonie résultant d

dans un multiplex a porteuses Walsh.

Dans une prochaine étude, nous compléeterons ces
résultats par la définition des coefficients d’influence
de l'erreur de synchronisation, coefficients que l'on
obtient a partir de la pente au départ des produits
de convolution.

Les résultats essentiels du présent travail ont été
présentés a 1’Académie des sciences par M. M. Ponte,
le 20 décembre 1971 [8].

Manuscrit regu le 22 novembre 1971,
REMERCIEMENTS.

L’auteur est heureux de remercier ici Monsieur Palrick
Lebail, Ingénieur en chef, de son amicale collaboration.
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NUMEROS D'EQUIVALENCE

Fre. 10. — Produits de convolution sur un quart de période.

0 T1 V203t lslely

Fre. 11, — Représentation matricielle des relations d’égalité.
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