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RESUME

Le but de cet exposé est de donner 1'ex~

pression de la quantité d'information transmise &

mmm 1 errdrmamd e de ot oS a4t oa oo
-dlidl SUlvalil LollTaliicipdlil €L aved

[
]

travers 1
contre~réaction :
le signal utile est une fonction aléatoire X3
le signal regu Yt est donné par

t

Vo= 4 6 dA + B,

ol B, est un processus aléatoire indépendant de
X, centré, continu en moyenne quadratique et 3
accroissements indépendants ; At est la varian-
ce de la composante gaussienne de B, %t ¢t’ le
signal émis, dépend & la fois de {XS, s <t} et

de {YS, s < tl.

Le premier paragraphe donne la définition
du modéle oli apparalt un certain nombre d'hypoth&-
ses qui sont énoncées pour les besoins de la ri-
gueur mathématique et qui n'impliquent aucune res-

triction physique sur le mod&le.

Le deuxiéme paragraphe est consacré a
1'8tude des rapports de vraisemblance pour les
deux alternatives : le signal regu contient ou ne

contient pas le signal &mis.

Finalement, la quantit& d'information
transmise & travers le canal dans l'intervalle de
temps [0,t] est calculée au troisidme paragraphe.
Elle est égale a

1 t T2

It(X’Y) =% % E(¢S = ¢S) dAs ’

ol ¢s est 1l'espérance conditionnelle de ¢S relati-

vement 3 {Yu, u < s}..

SUMMARY

The aim of this paper is to give the ex—
pression of the amount of information transmitted
by the following non-anticipative channel with feed~
back :

the information source consists of an arbitrary
random function Xt H
the channel output is given by
Yt = {f ¢s dAs + Bt ’

where Bt is a centered random process, conti-
nuous in the quadratic mean, with independent
increments and independent of X ; A is the va-
riance of the gaussian component of B_ and ¢t’
the channel input, depends on both {YS, s €t}

and {Ys, s € tl}.

The first paragraph of the paper gives
the definition of the model, where several hypothe-
ses are announced only for mathematical rigor and

do not imply physical restrictions on the model.

The second paragraph studies the likeli-
hood ratios forthe two following alternatives ; the-
re is a signal or there is no signal at the channel

output,

Finally, the amount of information trans-—
mitted by the channel during the time interval [0,t]
is given in the third paragraph. This is equal to
1 t ~ 32
LD =5 [F R, - 907 aa_
Where ¢s is the conditional expectation of ¢s given

{Y , u<sl
u
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Tous les résultats énoncés constituent All the results given here are the gene-
des généralisations des résultats déjd connus dans ralizations of those already known in the case
le cas o le bruit B, est un processus gaussien i where the noise B, is a gaussian process with

accroissements indépendants. independent increments.
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§ 0. NOTATIONS ET CONVENTIONS

L'espace probabilisé (Q,0f, P) considéré ici
sera supposé complet et les fonctions al&atoires se-
ront indexées par [0,T] oi T est fini. Pour une fone-
tion aléatoire Z = {Zt’ t ¢[0,T]1}, ?f sera la sous-
tribu de 0% engendrée par {ZS, s £ t} et toutes les
parties P -négligeables de § . Toute famille croissam
te {gt’ t € [0,T]} de sous-tribus de Gl intervenant
dans cet exposé& sera supposée avoir les propriétés
suivantes : ¥t, Gt contient toutes les parties P-
négligeables de Q et gt = gt+ oli §., = g?t Ss ,
(la famille considérée est continue & droite). Si au
départ, une famille { Gt’ t ¢[0,T]}, dont les &lé-
ments contiennent les parties P-négligeables de Q,
n'8tait pas continue & droite, on conviendra que %t
a été remplacé par §t+ pour obtenir une famille

possédant cette propriété.

Ces conventions, au méme titre que les hypo-
théses que nous ferons sur le modéle de canal, ne
constituent nullement une restriction physique, mais
elles permettent, par contre, l'utilisation des ré-

sultats de la théorie des martingales.

Pour deux sous-tribus gl et 92 de 0L,
Y 92 désignera la plus petite sous-tribu de O

contenant 91 et 92.

Pour une famille croissante { gt’ t ¢ [0,T1}

de sous-tribus de (X, désignera Y .
’ t- g s<t ]

Pour une fonction alBatoire Z = {Zt,t [0,T1}»
1'adjectif cadlag voudra direqu'elle poss&de pres-—
que slrement des trajectoires continues 3 droite et
possédant des limites & gauche. On posera :

Az, =2 -2 .
IA désignera la fonction caracté&ristique de

l'ensemble A.

$» désignera la tribu borélienne de [0,T].

Lorsqu'il sera nécessaire de préciser la loi
de probabilité& P par rapport & laquelle on prend
1'espérance mathématique d'une variable aléatoire X,
nous poserons EP(X) pour l'espérance mathématique de
X. De méme, quand cela sera nécessaire, nous poserons
EP(X/g ) pour 1'esp8rance conditionnelle de X rela-

tivement & une sous—tribu § et & la probabilité P,

§1. LE MODELE

Le bruit en ligne en présence du sigmnal, re-
présenté par B = {Bt’ t € [0,T]} sera un processus

aléatoire a accroissements indépendants (en abrégé,

un p.a.i.), défini sur 1'espace probabilisé (£,0(, P).

Nous faisons sur B les hypothé&ses suivantes

H] : Bo =0 p.s. et ¥t ¢ [0,T]

EB, =0,
H, : ¥t €¢[0,T] E Bi < w et B est continu en moyenne

quadratique,

H, : presque toutes les trajectoires de B sont conti-

nues 3 droite, donc cadlag.

Pour les propriétés des p.a.i. que nous ci-
tons ci-dessous, comme conséquence de ces hypothéses,

nous nous référons & [1] et & [2].
Soit R = R\{0} et ® la trace de la tribu

borélienne de R sur RO. Alors il existe une mesure

aléatoire Vv sur 859)30 telle que, pour C €W} et

reg ,

v(C,I) = E ICXF (s,ABS). N
Soit T la mesure sur B",QQO définie par
m®) =EVvD) , DE Boao. 2)
Alors, on a
T 2
% &. x” m(dt,dx) < « 3

[o]

B admet la décomposition suivante

= (
Bt wt + Nt (4)

ol

W= {Wt, t € [0,T]} est une fonction aléatoire
gaussienne centrée, 3 accroissements indépendants
et dont presque toutes les trajectoires sont conti
nues ;

N = {Nt’ t € [0,T]} est un p.a.i. cadlag représen—
té par

N =L § % V(ds,dx) - T(ds,dx) (5)
o

et les deux fonctions aléatoires sont mutuellement

indépendantes.

Nous poserons
2
At = E W (). (6)
A est continu, non-négatif, non-décroissant et Ao= 0.

La fonction caractéristique de Bt est donnée

par

- 1 - ixx) w(du,dx)

expl- 2 A2 a(e) + £F {{O (= )

ol A € R.
Finalement, on a
B W N
?t— ?t+?} (&
~ . W N f e
ol les deux tribus 'S't et ’ft sont mutuellement ind&-

pendantes. B, W et N sont des martingales relative-

ment i la famille {'}’]2 , t €[0,T]1}.
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Nous nous proposons d'étudier ici le modéle
sulvant :
X = {X(t), t € [0,T]} est une fonction aléatoire
définie sur (Q,00, P) représentant le signal
utile que nous n'avons pas besoin de préciser
davantage ;
le signal recuyY ={Y(t), t ¢ [0,T]} est défini
par

Y= [0, dA W, %
ol
B est le p.a.i. considéré plus haut,
¢= {¢t, £€ 00,71}, le signal &mis, est une
fonction aléatoire mesurable telle que

fT

2
[ E¢, dA < (10)

Nous exprimerons la dépendance entre les
différentes fonctions aléatoires de ce mod&le par

les deux hypothé&ses suivantes

H4 : X et B sont indépendants.

He $ est prévisible relativement 3 la famille

(5 v '5': » t e [0,Tl}.

L'hypothése H5 exprime le fait que nous
considérons ici un canal non-anticipatif avec
contre-réaction et elle est automatiquement vérifide

si ¢ est continu 3 gauche et si, pour tout t ¢ [0,T]
X Y
¢, est ‘}t V ¥, -mesurable.

3

Soit
AT SV S (n

X P
Comme ?t V; Tvi c q’t, ¢ est prévisible par rapport
& la famille { §,, te[0,T]}.

Comme toutes les fonctions al&atoires du
mod&le sont adaptées i la famille { 3;, telo0,Tl},
il n'y a aucune perte de généralité i prendre Oi= ?&.
C'est ce que nous allons faire désormais.

§ 2. RAPPORTS DE VRAISEMBLANCE

La variable aléatoire
- _ T 1T 2
LT exp { % ¢s dws 7'% ¢3 dAs} (12)
définie sur (Q, F,., P) nous servira de rapport de

vraisemblance. Nous faisons sur LT 1'hypothése sui-

vante :

H, : E(LT) =1letL,>0 p.s.

6 T

REMARQUE 1
Si
A est strictement croissant (13)
et si
Elexp + /T 6% da ] < (14)
L M s s ’

alors E(LT) =1, (cf.[3D).

Du fait que

E(fOT o dws)2 = E {)Tcpi dag < =,

d'aprés (10), 1'exposant de Lp est p.s. fini.
Donc LT > 0 p.s. Les conditions (10), (13) et
{14) sont alors suffisantes pour que H6 soit
vérifide. En particulier, les conditions (I0) et
(14) sont trivialement satisfaites, si ¢ est bor-
né, ce qui est le cas dans la plupart des problé-
mes de transmission.,

D'autre part, la condition (13) s'impose d'elle-
méme par le modé&le (9). Car, si A est & accrois-—
sement nul dans un intervalle, tout se passe com—

me s'il n'y avait pas de transmission de signal

dans cet intervalle.

Sous 1'hypothése H6 la fonction aléatoire
L= {Lt, t ¢ [0,T]} définie par
_ £ 1 .t 2
L, = exp{~fO ¢, dW, - —2-‘fo 3 dAS} (15)

est une ( ?}, P)-martingale continue, uniformément

intégrableet p.s. positive, (cf.[4]).
Soit Q la mesure définie sur 3& par

aQ = Ly . dP. (16)

Alors Q est une probabilité &quivalente 3 P,

PROPOSITION 1

Sous la probabilité Q définie par (16),
Y = {Yt’ t € [0,T]1} est un p.a.i. de méme loi que B

s

sous P, tel que, pour u < s < t, Yt - Y_ est indé-
A
pendant de ?h . De plus, la fonction aléatoire W dé-

finie par

Y t
We=[ro¢ da + W, an
est un p.a.i. gaussien de m8me covariance que W et

N a la méme loi sous P et sous Q.

Démonstration : Pour la premiére partie de
la proposition, il suffit de démontrer 1'égalité

suivante pour s < t et A &€ R :
EQ{exp[il(Yt - YS)] / 3;} =

1 - iAx)7m(du,dx)].

1,2 t 1Ax
expl -7 A &, - AS) +J’s ﬁo (e - e
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Mais on a

EQ{ exp [ i (Yt: - Ys)]/?s} =

=Y/ T

En applicant la formule de changement de variables

(cf. [5] a (Lt/Ls) exp[iA(Yt - YS)] et en prenant

1l'espérance conditionnelle terme & terme, sous P,

EP{(LT/LS) exp[iX(Tt

relativement & };, on obtient une équation diffé-
rentielle dont l'unique solution est le deuxigme

membre de (18).

P N P
La proposition pour W se démontre par la

méme méthode.

Nous nous trouvons donc devant le modé&le de

détection suivant :

n

Y

n
¢ Bt sous Q (absence de signal),

T

signal),

t -
¢S dAS + Bt sous P (présence du

oi B et ¥ sont des p.a.i. de méme loi.

Nous allons poser

c Ny
Yt = Wt sous Q,
(19)
&= st ¢ dA_ + dW_ sous P
t [} s s t

Pour le probléme de test d'hypothése et
pour le calcul de la quantité d'information nous
avons besoin de L—1 en fonction de Yé et d'une ver-
sion de EQ (L;i /}f:). Remarquons que l'on peut
8crire

1

L' = exp{s 8, axs - 5 fF o2 aa} (20

sans égard 4 la probabilité de définition.

PROPOSITION 2

Soit ¢ la projection prévisible de ¢ relative-
ment A {Efi, t € [0,T]} et 2 P et soit € la
projection optionnelle de L—I relativement a
{'Fz, t [0,T]} et & Q. Alors

- t c _ 1 .t 22
€, = exp{{) ¢ dY_ ~ 3 fo ¢S dAs}. (21)

Rappelons que g, est une version de

EQ(LZI/?E) et ¢t est une version de EP(¢)t/F‘i_)

La démonstration de cette proposition est

similaire & celle du th&oréme | dans [6].

Si Pt et Qt sont respectivement les restrictions

dePetdeQé}‘i,ona

dp

e, = 365 p.S. ‘ (22)

Par conséquent,
dQ
el t

t = Eﬁ— P.S. (23)

Dans le cas od X est une fonction certaine
tout ce qui précé&de la proposition 2 reste

Y
sans changement. Comme dans ce cas, ';f 3f

E s L (done L ) estsf ~mesurable et par
2 -1
consequent, g = Lt .

§3. QUANTITE D'INFORMATION TRANSMISE PAR LE CANAL

P P .

Nous allons désigner par mX,Y la probabi
lité induite par (X,Y) sur le produit cartesien
des trajectoires de X et des trajectoires de Y.

ol et mg désignerons respectivement les probabilités

X
marginales induites par X et par Y. On posera mQ,

o

si l'espace de base est (M,gfr, Q).

Du fait que les trajectoires de Y sont
cadlag, 1l'espace des trajectoires de Y est un espa-—
ce polonais (c£.[7]). Il existe donc, sous la loi
mX ¥ une probabilité& conditionnelle regullere de Y

étant domné X, que nous désignerons par mY/X

L'indépendance de X et B entralne que,

conditionnellement 3 X, Y satisfait & 1'é&quation

(9) dans l'espace de ses trajectoires sous la pro-
pabilité mg/x . Par ailleurs, toutes les hypothéses
du modéle sont conservées avec X npn—aléatoire.
Alors, d'aprés la proposition 1, il existe une pro-
pabilité m, &quivalente i mg/x, qui fait de Y un

p.a.i. de méme loi que B et telle que

P
d
R LT R
Donc
o= mg ) (25)

D'autre part, d'aprés la proposition 2 et la

remarque 2 on peut &crire

P
dmy 1

=
Q

P - o s
les deux mesures my et my étant équivalentes.

= expl ({T $s de - gT 62 da_l, (26)

Soit A un ensemble mesurable dans le produit
cartésien des trajectoires de X et des trajectoires
de Y. En tenant compte de (25)

On peut écrire
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