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RESUME

La fonction d'ambiguité croisée classique est
de Ta forme <7 [ (3) [f.>, c'est-a-dire un &lément
de matrice d'une représentation unitaire U du
groupe G engendré par les translations en temps et
en fréquence. Pour Ta fonction d'ambiguité en
compression, qui a également &té introduite, G est
Te produit semi-direct des translations et des
compressions temporelles. Une question importante
est de savoir si, et comment, la connaissance de
la G - fonction d'ambiguité permet de remonter au
signal, comme c'est le cas pour les translations.

On donne ici des conditions nécessaires que
doit vérifier la représentation du groupe et on
démontre une formule générale qui détermine deux

- signaux f, et a partir de Teur - fonction
d'ambiguité.

L'importance de la fonction d'ambiguité intro-
duite par WOODWARD vient de ce qu'elle caractérise
1'information qu'on peut acquérir sur une cible en
recevant 1'écho, renvoyé par elle, du signal consi-
déré / 1 /. Cela, dans 1'hypothése ol la cible est
ponctuelTe et animée d'un mouvement de translation
uniforme, et pour des signaux & bande étroite ; le
signal recu se déduit alors du signal émis, &
1'atténuation prés, par des translations en temps
et en fréquence.

IT est naturel de définir, de maniére analogue,
des fonctions d'ambiguité pour d'autres situations ;
cela a &té fait, notamment, pour le cas d'un signal
a large bande avec une cible en translation uniforme
ol 1'effet Doppler se traduit par une compression du
signal, qui se combine & la translation 1iée a la
distance émetteur-cible. On définit une fonction
d'ambiguité en compression /2 7.

Un probiéme qui se pose est celui de la
reconstitution d'un signal dont on connait la fonc-
tion d'ambiguité. On sait que cette synthése est
possible pour la fonction d'ambiguité temps-fréquence
de WOODWARD. Elle Te demeure, sous certainces condi-
tions, avec la fonction d'ambiguité en compression
/ 2 /. On cherche ici & généraliser ces résultats.
On montre qu'ils dépendent des propriétés de groupe
des transformations qui sont supposées faire passer
du signal émis au signal recu.

1.~ SYNTHESE D'UN SIGNAL A PARTIR D'UNE FONCTION
D'AMBIGUITE

1.1 Methode formeile

Le signal émis est modélisé par une fonction
de carré sommable Jf €Z;,(R) , 1'6cho recu est
alors de 1a forme [4ﬂ » oli {) est un opérateur
Tinéaire borné de 1'espace £, . La norme // £/
correspond & 1'énergie ; on peut supposer que
T'atténuation du signal ne dépend pas de sa forme
(i.e. 1'&loignement de la cible ne varie pas pendant
la durée effective de 1'ilTumination) et se ramener,
en multipliant par ce facteur constant, & des opé-
rateurs (J unitaires. On suppose enfin que Tes
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SUMMARY

The classical relative ambiguity functions
takes the form ¢/, /U{g)/¢1> » that is, a matrix
element of a unitary representation (J of the
group & generated by time and frequency transla-
tions. For time-compression ambiguity functions,

G is the semi-direct oroduct of time transiations
and compressions. We adress the questions whether
and -how the knowledge of the G - ambiguity function
enables to recover the signal, as is the case for
translations.

We give necessary conditions in terms of the
group representation and we prove a general formula
which determines two signals 0/ andq{k from their
G ~ ambiguity function. 1

hypothéses faites sur la cible sont telles que la
transformation (/ dépend de paramétres réels sous

la forme (i(g) , ol décrit un groupe de LIE(G .
La correspondance 9 .. (/(g) est une représentation
unitaire du groupe dans 1'espace de HILBERT L, .

La fonction d'ambiguité de /# est donc définie
sur le groupe & , c'est Te produit hermitique de
et de sa transformée par /() ; plus généralement,
pour la fonction d'ambiguité croisée de0A$ etvéz

O Y0 9= sVl = it (g ) 4

Si est une mesure de HAAR invariante a
gauche sur Te groupe, et B un opérateur linéaire
borné surl}&%y, considérons 1'opérateur défini, sous
réserve que cette intégrale converge, par :

K :40(5/8 Ugj-y ()

On vérifie que K commute avec tous les Opé-
rateurs de la représentation :

vl)K vk :/o (ky) B U (145)7) Aey) = K
G

Si on peut en conclure que A est multiple de
1'unité, la solution du probléme consiste, étant
donné quatre fonctions 4 ,~4 = 1,2,3,4 & prendre
pour B 1'opérateur de projection sur dé— parallé-
Tement a ¢§ . IT vient alors :

Kb )~y Ul Chy U ) 4 )
(7.

/1D B D9
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et le premier membre est proportionnel & (fg,/Z/ .
En échangeant les rdles des quatre fonctions on voit
que le coefficient de proportionalité est proportion-
nel a c/g,g;} , d'oll finalement 1a relation de
fermeture :

@ ) B0y 959 = ) oI

Posons maintenant é; =f¢ﬂ = ¢? . Si on fait
tendre 4 -, au sens des distribufions, vers une
distribution de DIRAC en %, et de méme vers
A(z-%) , formellement, en supposant que ,§4£7(9)
tend alors vers un noyau HKaa, (3] et que 1'inté-
grale a un sens, on peut écrire :

(3) C/%(g} /’Q,,L(g)ﬂ}«(?) = /@)X/ZJ ot

formule qui permet de retrouver jﬂ d partir de sa
fonction d'ambiguité. Naturellement ce ‘calcul est
purement formel et pour Tui donner un sens i1 faut
faire appel & des espaces de distributions appro-
priées. Mais la formule (2) implique bien, dans tous
les cas, que la synthése du signal est possible &
partir de sa fonctjon d'ambiguité ; par exemple, en
posant toujours 4 =4 =4 et en prenant pour /%
et 4, les signaux gaussiens de la représentation de
BARGMANN / 3 /, on obtient au second membre de (2)
le produit ~F(%,) Flz,) , ol F est la représenta-
tion de BARGMANN de £ , fonction entiére, et 3, ,
et 3. , les nombres complexes associés aux signaux
gaussiens / 4 /. Ainsi de la fonction d'ambiquité

on Tire Z(z) , d'od 1'on peut deduire ;f de
maniére unique.

1.2 Conditions de possibilité

On établit facilement le lemme suivant (voir
5;7, ch. X/v). Les trois conditions suivantes sont
quivalentes :

a) La représentation U du groupe & est irré-
ductible.

b) Pour toute fonction 4! les é)QZ/f forment
une famille dense dans 1'espace de HILBERT.

A
e

¢) Tout opérateur borné qui commute avec tous
Tes CJQ? est multiple scalaire de 1'iden-
titée.

Nous avons vu que c¢) pouvait &tre une condition
suffisante pour que la synthése soit possible.
Montrons qu'elle nécessaire. Si elle n'est pas véri-
fige Tla représentation est réductible d'aprés 1'équi-
valence entre a) et c), autrement dit il existe deux
sous-espaces de HILBERT #, , 4 orthogonaux et
supplémentaires, que laissent invariants tous les
opérateurs Ulg) . Tog}; fonction £ se décompose

1

e maniére unique en + A avec fe s
473 et on a, d'aprés les hypothéses :

(4) ;éy Q?) = (kﬁ) L«?)fﬁ) 7 CVév LJQQJV{y)

Donc, on peut multiplier ;f et Ji, par des
phases arbitraires sans modifier 1a fonction d'ambi-
guité de /4 + #. . Ainsi une fonction d'ambiguité
ne peut determiner le signal (& une phase prés) que
dans chaque sous-espace ol la représentation est
irréductible.

Peut-on conclure que les conditions équivalen-
tes du lemme sont nécessaires et suffisantes pour
que la synthése soit possible ?

Oui si le groupe <G est compact, non dans Tle cas

général ; i1 faut encore que les intégrations que
nous avons manipulées formellement aient un sens.
Une condition évidemment nécessaire est :

2 _ 7 2,
(5) /9%(5//4/(9) = /é% MH < oo
pour le voir il suffit de prendre les quatre fonctions
égales a dans (2).

1.3 Caractérisations des fonctions d'ambiguité
croisées

Supposons maintenant que la fonction ;f varie
dans un sous-espace de HILBERT de 42 (/<) o0 la repré-
sentation est irréductible. On appellera admissible
/ 6_/ une fonction qéi qui vérifie la condition (5).
Alors pour toute fonction Jf on définit une applica-
tion C» du groupe ¢ dans 1'ensemble des nombres
complexes ¢ par :

(6) g = (U(g)vﬁ)/)//f‘/z - é//g/ %//@

Les applications 5} vérifient les identités
suivantes :

(7) /’Cf(g)/lay 9) = //(///2

(8) ! G@) G pa) = Lf)

‘Ce résultat n'est qu'une réécriture de 1'équa-
tion (2). On peut 1'obtenir directement en utilisant
la condition b) /76 7. En effet, 1'équation (7) est
valable pour /;f: par hypothése, donc, si Le &
pour A=wk) d cause de 1'invariance de S
car dans ce cas :

Gig) = Ol VR Ty = G (A7)

et enfin pour toute fonction Z par densité. L'équa-
tion (8) se déduit de (7) par polarisation.

Les fonctions <z appartiennent donc 3 1'espace
é;_(k?) des fonctidns de carré sommable pour la
mesure sc sur le groupe et la correspondance Fm> C2
de /4, (R) dans £, (@) est isométrique d'aprés (8);
elles forment donc un sous-espace de HILBERT de 42(€7-
Ce sous-espace admet un noyau reproduisant /¢, £)
défini par : éb

K00~ gk, omp) g < 3 Al

On a en effet, d'aprés (8) :

G ~(VEkE R
i)

(9) ,i./c’
=7/ S
% 94,
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2.- APPLICATION AUX TRANSLATIONS TEMPS-FREQUENCE

Rappelons la définition de la fonction d'ambi-
guité de WOODWARD :

(10) ):Z'/L(%,ﬁa} =/e"¥f’;-/k-§’%(x4§°)aﬁc = (X,} /7’%0%{/;’}

ol 1'opérateur ’4%952 représente une translation
de %, suivie d'un décalage en fréquence angulaire
de 4 et d'un déphasage. En introduisant les opéra-
teurs non bornés 2 (dérivation) et X (multiplica-
tion par la variable), on voit que Az, s'écrit :
: J°
$%Ys ¢ -t
(1) A, , e FypXnd XKt
ﬂh;& =

on passe d'une forme & 1'autre en utilisant le fait
que le commutateur [IZ;,X_] est &gal & 1'identité.

Premiére constatation, ces opérateurs ne for-
ment pas un groupe. Mais il s'en faut de peu. On
trouve en effet :

(9] %lg0)
K%, 4y49

Autrement dit, a une phase prés, on a la loi du
groupe des translations de /R? ; mais ce groupe est
commutatif et ne peut étre isomorphe d celui des
transformations que nous considérons, dont les géna-
rateurs infinitésimaux 22 et X ne commutent pas.-

0D A, Aoy e

Le groupe G- a considérer est celui des
triplets ("(u,%,d) » 00 % s'interpréte comme
translation en temps, 4% comme décalage en fréquence
et o« comme facteur de phase multiplicatif, la loi
de composition &tant :

(13) (% 4o,2) (22 954 < (s, 7.’,0/#%’:’(&;{-%.’;))

Ce groupe (de HEISENBERG-WEYL) posséde une mesure de
HAAR inyariante & gauche et a droite qui est simple-

ment % Ay, X (1a phase o est un réel modulo 2%).
&

L'opérateur L@g) correspondant au triplet (%, %o,2)
est simplement “e*¥ 4, . Les fonctions d'ambi-
guité Xz ) sont donnéeg‘par la formule (6) & une
phase pres et cette phase disparait dans une formule
telle que (2), en sorte que 1'intégration sur &
donne un trivial facteur 2y .

IT faut montrer que Ta formule (2) a toujours
un sens ; c'est dire que les fonctions d'ambigquité
croisées sont de carré intégrable dans &% . Or,

ZZ:{ a pour transformée de FOURIER par rapport
a la variable 4, le produit 7 /x-%) 4 (x+%%),
qui est évidemment de carré intégrable en x et |,
avec pour resultat M4/t yAn* " [77.

IT faut enfin vérifier que la représentation
est irréductible. Pour cela i1 suffit que tout opé-
rateur linéaire borné qui commute avec les généra-
teurs infinitésimaux D et X soit multiple de 1'iden-
tité. Pour le montrer, plutdt que d'utiliser Ta
théorie de Ta transformation de FOURIER, introduisons
la base hilbertienne orthonormale de [, (R) formée
nar les fonctions de HERMITE Ai’ﬁg) , et Tes opéra-

teurs non bornés :
&x: (X—'b)/lfz:

A= ()(+D)//'£
ol 1'étoile désigne le conjugué hermitique.

Les relations bien connues :
¥,
ﬂé:ﬁé,, “'ﬁ';/;:’é« faé = nk,

montrent qu'un opérateur &’ qui commute avec & et
&% admet Aa, pour fonction propre, pour tout = ,
et que Ta valeur propre est indépendante de 4 .

Nous sommes donc dans les conditions du para-
graphe précédent, de plus toutes les fopctions sont
admissibles. Choisissons la fonction A, , qui est
le signal gaussien minimal centré, réel, de norme

unité : /2
A -Ex
L) = 7% ®

et considérons les fonctions qz définies plus haut,
qui sont proportionnelles ¢ £y «27/aux fonctions
d'ambiguité croisées £ d une phase prés :

it

C oY - _f‘ A ¢ «-E&—%}L
Cig[évg,;{) = ;5%;? é:<o://é Kot Yo L) e

0o
Si 1_'on pose 5: («,4% )/, cela peut s'écrire :

Y4 _’_’/ y
0 Gl S E 7s)
F[g):A;z'vfe““gfzfﬁix'gx/[xjﬁ_

La fonction entiére 7=7%§)est Ta représentation
de BARGMANN de ## /73 7. Les formules (8) et (14)
montrent que ces fonctions appartiennent & un es ace ,
de HILBERT £, (G, ) pour 1a mesure duly) = @~ /5 A
Dans .cet espace Ta formule (9) se tradui{ par la
propriété de noyau reproduisant :

(15) 7-'(5/:/6’75' Fiw) 7((”]

3.- APPLICATIONS AUX TRANSLATIONS ET COMPRESSIONS

On considére maintenant le groupe engendré par
les translations et les compressions du temps. Ses
€léments sont des couples de réels («,v), ol v
mesure une translation et €™ est un rapport de
compression ; la Toi de composition est :

(16) (4, ) (@)= (45+e,, e %u)

Ce groupe admet pour mesure de HAAR & gauche d&ulv,,
d une constante prés. Les mesures de HAAR i droite
sont différentes, proportionnelles & e“gq 4 : le
groupe n'est pas unimodulaire.

Dans un espace de fonctions de carréd sommable
les opérateurs unitaires de la représentation sont
définis par :

VoI &)= 2 fe"b ) 4=y

d'ou les fonctions d'ambiguité en compression /2 7 :

(17) ?;f (y) = 5(77,4/0/; (“t_v) At
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Désignant par JIAQ) la transformée de FOURIER de
on exprime facilement la transformée de Lk?kf

(18) U/g}f (6:) = s

—LVe w// _w)

Cette formule montre que 1'espace AﬂL des fonctions
dont Ta transformée de FOURIER s'annule pour ew<o -
(espace de HARDY) est invariant pour tous les opéra-
teurs U(g) . La représentation U n'est donc pas
irréductible dans . 4, (R).

L'espace /ﬂL correspond aux signaux analytiques
/8 7. Le projecteur sur cette espace est 1'opérateur
qui, dans 1'espace de FOURIER, consiste a multiplier
J () par la fonction de HEAVISIDE S@) . Or, Tes
générateurs infinitésimaux du groupe sont 1'opérateur
de der1vat1on;b pour les translations et pour les

compressions & {#sxd) . En effet :

¥ Liete) pe)- EJELp )7 o(O

Un opérateur, borné qui commute avec D consiste &
multiplier d!ﬂw) par une fonction 5?du) , si de
plus i1 commute avec X2 cela implique w’ =0 au
sens des distributions, de sorte que Al - est une
combinaison linéaire de Ai) et Ak’d) ; 1'opérateur
correspondant est donc une comb1na1s du projecteur
sur 4, et du projecteur 0rthogona1 Donc Ta res-
triction de la représentation & & 1'espace #a
vérifie la condition c) et est par conséquent irré-
ductible.

IT reste que dans HQ, toutes Jes fonctions
ne sont pas admissibles. On montre / 6 7 gu'en
introduisant la transformée de FOURIER de é{ on peut
mettre la cond1t1on (5) sous la forme :

’9’//1//% o)l it = en/ ﬂ“’_/oéo.@o

Parmi les fonctions qui ne sont pas admissibles
figurent les projections sur #, (signaux analytiques
associés) de fonctions usuelles telles que les gaus-
siennes et les fonctions caractéristiques d'inter-
valles ; plus généralement les fonctions admissibles
sont de moyenne nulle ( 7p) =

Remarquons que pour 4 fixé, Ta fonction d'ambi-
guTté est la transformée de FOURIER d'une fonction de
carré sommable :

o ) -
(20) ﬁ%/@ /u)vfetz‘;ﬁ/ = /I;eu/(zj//ye“/

Ceci permet en principe de retrouver a£ , 4 une
phase prés, d partir de sa fonction d'ambiguité, et
plus généralement toute fonction a partir de 1a
fonction d'ambiguité croisée %éﬁ . IT vient :

(21) £ low)= /}"e (A#_,v)e Ay

pour toute va]eur de 42 telle que le spectre de 42 ne
s'annule pas. En pratique une telle procédure est
numériquement instable, tandis que si la fonction

est admissible, on obtient 1a valeur A ) presque
partout par une formule intégrale / 6 7 :

Ay, n
(22) e) 7;//@ Yl -ud ty lu) e

/78 7 VILLE (J).

4.- UN GROUPE DE TRANSFORMATIONS PLUS GENERAL

Les considérations précédentes peuvent étre
appliquées aux autres sous-groupes d'un groupe &
eng]obant toutes les operat1ons classiques sur les
signaux /4 7, produit semi-direct du groupe de
HEISENBERG-WEYL par L@, R) . Faute de place, les
détails sont reportés a une'future publication.
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