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RESUME :

Dans cette communication nous présentons

une méthode d’extraction d’une sinusoide
noyée dans un bruit importent. Cette méthade
est fondée gur l'application dee technigues
d’analyse spectrale paramétrique, non pas au
signal lui-méme mais a son autocorrélation
d’ordre supérieure.
L’incrémentation de l’ordre de la corrélation
permet d’améliorexr le rapport 5/B. Une fois
les paramétres estimés par cette méthode 11
est possible de reconstituer le signal sinus-
oidal. La méthode d’estimation des” parameétres
préceédente, peut-étre étendue & plusieurs
sinusoides fortement bruitées ( bruit blanc
additif, SNR = -10. dB) en corrigeant l’effet
de la fenétre d’apodisation pour chaque ordre
de la carrélation.

1. INTRODUCTION :

La détermination des paraméires d’un proces-
sus auvtorégressif ( AR -) modélisant une somme
de sinusoides noyées dans un bruit blanc, est
un probleme que l’on rencontre dans divers
applications en traitement du signal.

La meéthode proposée est basée sur une modeé-
lisation AR du type Burg, Pisarenke, ... [11]
appliquée non pas au signal lui-méme, mais &
son autocorreéelation d’ordre superieur, que
l’on corrige a chaque itération sur 1l’ordre
afin de tenir compte de l’effet de la fenétre
d’apodisation. Un test sur 1l’énergie résidu-
elle du prédicteur ( Burg ) ou sur la valeur
propre minimale de la matrice de coefficients
de corrélation d’ordre m corrigés (Pisarenko)
est utilisé comme criteére d’arrét de l'itéra-
tion sur l’ordre de la corrélation [2].

Une fois les paramétres du modeéle estimés,
il est possible dans le cas de l’extraction
d’une sinusoide noyée dans du bruit (SNR <<«
0.dB), de reconstituer la partie déterministe
du signal, par application d’un algorithme de
Lainiotis permettant d’estimer les conditions
initiales du processus sinuscidal [31.

2. POSITION DU PROBLEME :

On considére la séquence d’observation brui-
" tée sous la forme suivante

x{n) = s(n) + b(n) (1)

P
avec s{n) £ Ai cos{(nwi + @i) (2)

i=1
signal contenant p composantes =2inuscidales
d’amplitude Ai, de pulsation Wi et de phase
@i, veérifiant l’équation récurente suivante :
2p
sin) + E a(k) s(n~k) = 0 (3)
k=1 2
bi{n) est un bruit blanc de variance b et de
mavenne nulle et ocue 1’on sunnase nan corrélé

SUMMARY 3

In this paper, e introduce an extraction
method of a sinusoid disturbed by an impor-
tant white noise. This method is based on the
application of parametric sepectral analysis
techniques, not to the signal itself, but to
its autocorrelation of higher order.

The incrementation of the order - of the auto-
correlation results in an improvement of the
SNR. Once the filter parameters have been
estimated, we are able to synthetize the si-
nusoidal signal. The previous method of the
estimation of the parameters may be extented
to several noisy sinusoids ( SNR = -10 dB )

by correcting the windowing effect at each
step of the algorithm.
avec le signal s(n). Les coefficients {a(k)}

de l1l’équation (3) déterminent entieérement les
pulsation @i via le polyn8éme caractéristique
mais ne contiennent aucune information sur
les amplitudes Ai et les phases 81 du modele
(2). Ces dernieres sont déterminées par les
conditions initiales de 1’équation récurente.

On définit la séquence de corrélation du pro-
ceggug x(n) par :

N
Rx(k) = S { x(n).x(n+k) 1} (4)
k .

N
expression dans laquelle l’opérateur S est
défini par : k

N 1 N-k-1
s {. } = - T { . 1}
k N n=0

En remplagant dans (4),
siong (1) et
s’écrit :

x(n) par les expres-
(2) la séquence de corrélation

2
Al 2
— cos(k wi) + b & + wol{k)

p
Rx(k) » £
=1 2 K (s),

i

ou «(k), terme en 1/N, tend ve}s zéro lorsque
N est suffisament grand. On peut approximes

la séquence de corrélation par :
2
Re(k) + b & (6)
k

Rx(k) =

Re(k) = corrélation du processus sinusoidal
{g(n)}. On remerque que pour :
2 2
k =0, on a Rx(k) = Re(0) + b =B (7)
Rx(k) = Rs(k) (8)

et pour k #+ O, on a
. L

En combinant les équations (3), (6), (7) et (8)

nn ohtient -
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2p 2
Rx(k) = - LI a{i) Rx(k-1) + B & (9)
i=1 k

On remarque que Rx(k) est la réponse impul-
sionnelle d’un modéle "tout-péle" ayant pour
. coefficients {a(i)}. Or il est bien connu [4]
que les pbles estimés d’un processus ginusoi-
dal en préasence du bruit, se déplacent vers
l’origine du cercle unité, en méme temps que
le rapport S/B décroit. Ceci est do au fait
que le bruit additif modifie la densité spec-
trale en introduisant des zéros ayant -pour
effet de lisser cette derniére et d’engendrer
un biais sur l’estimation des fréquences.

3. AMELIQRATION DU RAPPORT S/B.:
Soit Rx(1,k) la ceorrélation d’ordre'l_du
signal bruiteée :

N
Rx(l,k) = 8 { x(n) . x(n+k) 1}
k
On définit la corrélation d’ordre m pour
m > 1 par :
N

Rx(m,k) = S

k
D’aprés l’équation (6) la corrélation d’ordre
1 s’écrit :

{ Rx(m-1,K).Rx({m-1,n+k) } (10)

2
Rs(l,k) + b &
k
En tenant compte de la blancheur du bruit et
du fait que o(k) ~—— O ( expression (5) ),

Rx(1,k) =

moyennant quelques calculs la corrélation
d’ordre 2 peut s’écrire :
2 2
b
Rx(2,k) = Rse(2,k) « — | & (11)
VE |k

retrouvant ainsi une expression -
(6), mais dans laquelle
est divisée par vfi I1
chaque itération
tion [23.

identique a
la variance du bruit

en est ainsi pour
sur l’ardre de la corréla-

Si on considere a présent un signal ne com-
portant qu’une seule composante sinusoidale
noyée dans un bruit blanc :

xX(n) = A costnw + @) + bin) 12)
2a corrélation d’ordre 1 s’écrit :
2 2
Rx(1,k) = A /2 costk @) + b &
k
le rapport signal/bruit est défini par :

T2 2
SB1 = A/ 2 b

et la corrélation normalisée devient :

SB1 1
rx(l,k) = ——— costk® ) + — . §
1 + SB1 1 + SB1 k
= a cos(k w) + A & (13)
1 1 kK

Si le rapport SBl est grand ( >> 1 ), « tend
vers 1 et 8 tend vers 0O d’ou :
rx{l, k) = cos{k W)

Par contre asi le rapport SBl est petit (<< 1)
x tend vers O et B vers 1 et on obtient :

rx(i, k) = &
k

La corrélation d’ordre 2 am’écrit d’apreées (11)
et (5) :

2 ) 2
a [£]
1 1 :
Rx(2,k) = — cos(k W) e 8 (14)
2 N k

le nouveau rapport S/B msera défini par :
2 N 2 2 N
SB2 = — ( « / 8 ) = - SBi
2 1 1 2

pour tenir compte du passage des moments d’or
dre 2 aux moments d’ordre 4., L’amélioration

du rapport S/B est proportionnelle a N/2
SB2 =,/N/2 SB1

et la corrélation normalisée d’ordre 2 s’éc-

rit :

rx(2, k) = o cos(k W) + B & (13)

2 2 k

avec x > « N B < B et SB2 > SBi .

2 1 2 1

4. CORRECTION DE L’EFFET DE LA FENETRE :

La fonction de corrélation (4) est calculée
sur une séquence finie de points donnant une
estimation Rx(k) de Rx(k) :

N
Rx (k) = 8 { x(n)win).x{n+k)win+k) } (16)
k
{w(n)} = fenétre d’apodisation ayant pour
corrélation Rvw(k). Sous certaines conditions

(5], l’estimation Rx(k) s’écrit :

Rxtk) = Rx(k).Rwi(k) + €(k) €17)

D’apres 1l'étude asymptotique (5] des ditffé-
rents termes de 1l’expression (17), les va-
leurs de Rx(k) sont distribuées autour d’une
valeur moyenne donnée par le premier terme de

(17) d’oh en premiére approximation x(k)
peut s’écrire :
Rx(k) =

Rx(k) . Rw(k) (18)

En prenant certaines précautions (Rw(k) —s> O
lorsque k —> N ) l’expression de la corréla-
tion peut-étre corrigée par :

Rx(k) / Rw(k)
0,...,M avec M < N

Rx (k)
pour k

S. ESTIMATION DES PARAMETRES :

D’aprés 1l’expression (9), la séquence de
corrélation étant 1la réponse impulsionnelle
d’un filtre tout-péle, l’estimation des para-
métres du prédicteur est obtenue par deux mé-
thodes classiques d’analyse spectrale :

* en choisissant comme entrée du filtre en
treillisg (algorithme de Burg) 1la corrélation
normalisée d’ordre m : rx{(m, k), le filtre
sera initialisé par :

fol(k) = bo(k) = rxi(mk) , k = 0,...,N-1
( fa(k) et bo(k) étant les erreurs de prédic-
tion avance et rétrograde d'’ordre O ).

#** en recherchant le vecteur propre associé
& la plus petite valeur propre de la matrice
de corrélation formée 4 partir des valeurs
corrigées de la corrélation d’ordre m :

R(i,3) = rx(m {i-3|> , 4,3 = O,...,2p
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La corrélation d’ordre supérieur permettant
d’améliorer le rapport §/B, on remarque que
le rapport de 1’énergie résiduelle sur 1’é-
nergie totale du filtre ( Burg ), ainei de 1la
valeur propre minimale ( Pisarenke )} tendent
vers zéro lorsque m augmente ( 8 —> 0 ).
Ceci peut alors constituer un critére d’arrét
de l’ordre m de la corrélation.

6. RECONSTITUTION DU SIGNAL DETERMINISTE :

Dans le cas d’une seule composante sinu-
soidale, l’expression (3) devient. :

s(n) = - al(l) s(n-1) - al(2) g(n-2) (19)
l’équation récurente donnant s(n) en fonction
des deux valeurs précédentes.

° 8i on considére un ensemble de paramétres
{z(n)} constituant une mémoire sélective con-
densée du processus (19), appelée 1L1l'état du
systéme, on peut représenté le processus (1)
par le modele d’état suivant :

s} ~a(2)
z(n+1) = z(n)
1 -a(l)
(20)
s{n) = ( o] 1 ) z(n)
x{n) = g2(n) + b(n)
z{n) = état du systéme.

1l s’agit de reconstituer le signal sinusoi-
dal s(n) a partir de la séquence d’cbserva-
tion bruitée x(n) connaissant les parameétres
{atk)} :

Pour cela nous pourrions simplement appliquer
un algorithme de filtrage temporel (Kalman).
Or le systéme (20) ne présentant pas de bruit
dans 1l’équation dynamique, on peut améliorer
une telle procédure en utilisant également un
algorithme de lissage ( Lainiotis ) afin
d’estimer l1’état initial du systeéme (20), ce
qui permet d’obtenir une meilleure reconsti-
tution du signal sinusocidal (3,61].

7. RESULTATS EXPERIMENTAUX :

Dans cette application, on considére deux
types de signaux : synthétigque ou réel.
Dans le premier cas, on génére une seule sinu

soide : fréq. £=0.22, ampl. A=5, phase @=n/4
rapport S/B = -15 dB, et une somme de deux
sinusoides : £1=0.22, £2=0.31, Al=A2=5, 01i=
n/4, @2=0, rapport S/B = -6 et -9 dB. Dans le-

second cas, on étudie un signal réel utilisé
pour l’étude des vibrations des chausséeg, de
rapport S/B compris entre -20 et -30 dB.

Fig. 1 permet de mettre en évidence l’amélio-
ration du rapport S/B en fonction de 1l’ordre
de la corrélation : a) variation des deux
premiers coeff. de corrélation rx{(l) et rx(2)
en fonction de l’ordre de la corrélation :

x —> 1 et rx(k) —> rs(k); b) 1l’erreur nor-
malisée (Burg) et 1la valeur praopre minimale
(Pisarenko) tendent vers zéro lorsque 1l'ordre
augmente : 8 -~—> 0, permet de constituer un
critére d’arrét de l'ordre de la correélation.
Fig. 2 représente les séquences de corréla-
tion dans le cas d'une seule sinusoide de
rapport S/B = -15 dB : a) corrélation d’ordre
1, b) corrélation d’ordre S5 sang correction
de la fenétre d’apodisation (rectangulaire),
c¢) corrélation d’ordre S avec correction.
Fig. 3 montre les densités spectrales de pui-
ssance obtenues & partir des coeff. estimés :
a) prédicteur d’ordre 2 (Burg) permet de met-
tre en évidence l’amélioration de la résolu-
tion spectrale a chaque itération sur 1l’'ordre
. (de 1 a 5) dans le cas d’'une seule sinusoide,
b) vecteur propre d’ordre 4 {(Pisarenko) asso-
cié a la valeur oroore minimale de la matrice

de corrélation permet de voir la réduction du
biais en fréquence introduit par le bruit ad-
ditif dans le cas de deux sinusoides de rap-
port S/B = -6 dB, c) idem rapport S/B = -9 dB
Fig. 4, reconstitution du signal dans le cas
d’une seule ginusoide : rapport S/B = -15 dB
a) signal sihusoidal : =(n), b) signal d’ob-
servation bruité : x(n)=8(n)+b(n), ¢) signal
s8(n) reconstitué par un algorithme de Lainio-
tis combinant filtrage et lissage a partir
de la séquence bruitée et des coeff. estimés.
Fig. 5 cas d’un signal réel de rapport S/B
entre -20 et -30 dB, a) signal bruité : x(mn)
b) densité spectrale de puissance & chaque
ordre de la corrélation, c) signal reconsti-
tué.

8. CONCLUSION

Avec cette méthode, les effetg du bruit eur
l1’eztimation des ifréquences de sginusoides
noyées dane un bruit important sont compensée
pour des rapports S/B trés faible : -9 dB
dang le cas de deux sinusoides et jusqu’a ~20
dB dans le cas d’une seule sinusoide.’

La résolution spectrale est améliorée et le.
biais en fréquence réduit. Par contre cette
méthode nécessite un grand nombre de calculs.
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